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Aufgabe 1 (Theorem II. 15)

Wir betrachten das Arnoldi Block Verfahren, welches in Algorithmus ?? gegeben ist. Das Verfahren

Algorithm 1 Block Arnoldi Process

1: Compute the QR-decomposition V1R1 = B.
2: for k = 1, 2, . . . do
3: W = AVk
4: for j = 1, 2, . . . , k do
5: Hj,k = QT

j W
6: W = W −Hj,kVj
7: end for
8: Compute the QR-decomposition Vk+1Rk+1 = W
9: Hk+1,k = Rk+1

10: end for

erzeugt nach k Schritten eine Basis Qk = [V1, . . . , Vk] des Krylov-Raums Kk(A,B), wobei A ∈ Rn×n

und B ∈ Rn×m. Es gilt Hk = QT
kAQk und AQk = QkHk + Vk+1Hk+1,kE

T
k , wobei Ek die letzten m

Spalten von Ikm enthält. Damit können wir die reduzierte Lyapunov Gleichung

HkYk + YkH
T
k +QT

kBB
TQk = 0, Hk := QT

kAQk (1)

lösen und so eine approximierende Lösung Xk = QkYkQ
T
k der Lyapunov Gleichung

AX +XAT = −BBT

erhalten. Entsprechend ist das Residuum gegeben als

R(QkYkQ
T
k ) = A(QkYkQ

T
k ) + (QkYkQ

T
k )AT +BBT .

Angenommen es wurden k schritte des Block Arnoldi Prozesses ausgeführt und es gelte Λ(Hk) ∩
Λ(−Hk) = ∅. Zeigen Sie, dass die die folgenden Aussagen gelten:

a) Es gilt QT
kR(QkY Q

T
k )Qk = 0 genau dann, wenn Y = Yk wobei Yk die Lyapunov Gleichung (??)

löst.

b) Die Frobenius-Norm des Residuums ist geben durch

‖R(QkYkQ
T
k )‖F =

√
2‖Hk+1,kE

T
k Yk‖F.

Aufgabe 2

Wir betrachten die Matrix C(p) := (A − pI)(A + pI)−1 für eine Matrix A mit Λ(A) ⊂ C−, d.h. alle
Eigenwerte von A haben einen negativen Realteil, und p ∈ C−. Die Eigenwerte dieser Matrix C(p)
sind

Λ(C(p)) =
{λ− p
λ+ p

: λ ∈ Λ(A)
}
.

Zeigen Sie dass alle Eigenwerte µ ∈ Λ(C(p)) erfüllen: |µ| < 1.


