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Aufgabe 1 (Lemma II.5 und II.3)

Seien Y ∈ Cj×k und Z ∈ Cm×n gegeben. Die mj × kn Matrix

Y ⊗ Z =


y11Z y12Z . . . y1kZ
y21Z y22Z . . . y2kZ

...
...

. . .
...

yj1Z yj2Z . . . yjkZ


heißt K ronecker Produkt oder Tensor Produkt von Y und Z.

a) Seien W,X, Y, Z Matrizen und die Produkte WX und Y Z seien definiert. Zeigen Sie, dass
(W ⊗ Y )(X ⊗ Z) = (WX)⊗ (Y Z).

b) Seien S,G nichtsinguläre Matrizen. Zeigen Sie, dass S ⊗ G auch nichtsingulär ist und dass
(S ⊗G)−1 = S−1 ⊗G−1.

c) Seien A und B ähnliche Matrizen und C und D ähnliche Matrizen. Zeigen Sie, dass dann auch
A⊗ C und B ⊗D ähnlich sind (A ähnlich zu B wenn ∃Q nichtsingulär, sodass A = Q−1BQ).

d) Seien A ∈ Ck×k und B ∈ Cm×m. Angenommen A und B haben die Eigenwerte λ1, . . . , λk und
µ1, . . . , µm. Zeigen Sie, dass

Λ(A⊗B) = {λiµj | i = 1, . . . , k; j = 1, . . . ,m}.

Extra:Was sind die Eigenvektoren von A⊗B?

e) Zeigen Sie, dass für T ∈ Cn×m, O ∈ Cn×m, R ∈ Cn×m gilt

vec(T OR) = (RT ⊗ T )vec(O).

Aufgabe 2

Betrachten Sie die diskrete Lyapunov Gleichung

AXAT −X = −BBT, X = XT.

Wann hat diese eine eindeutige Lösung? (Hinweis: Nutzen Sie den Satz von Stephanos.)

Aufgabe 3

Seien A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m. Wir sagen (A,B) ist steuerbar, wenn

rank
(
[B,AB, . . . An−1B]

)
= n ⇔ y∗B 6= 0 ∀y ∈ Cn\{0} mit y∗A = y∗λ

(y sind die linken Eigenvektoren von A).
Zeigen Sie, dass für A Hurwitz, die kontinuierliche Lyapunov Gleichungen AX + XAT + BBT = 0
durch

X =

∞∫
0

eAtBBT eA
T t dt

gelöst wird. Zeigen Sie, dass die Lösung positiv definit ist, wenn (A,B) steuerbar ist.


