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Aufgabe 1 (Wiederholung QR-Zerlegung)

Mithilfe des Gram-Schmidt Verfahrens lässt sich für eine Matrix A ∈ Am,n die (dünne) QR-Zerlegung
A = QR, Q ∈ Rm,n, R ∈ Rn,n, bestimmen :

Algorithm 1 Gram-Schmidt

1: for k = 1, 2, . . . do
2: q̃j = aj
3: for k = 1, 2, . . . , j − 1 do
4: rkj = qTk aj
5: q̃j = aj −

∑j−1
i=1 rk,jqk

6: end for
7: rjj = ‖q̃j‖2
8: qj = q̃j/rjj
9: end for

a) Berechnen Sie die QR-Zerlegung der Matrix A =


1 1
1 2
1 2
1 5

 mittels Gram-Schmidt Verfahren.

b) Zeigen Sie, dass die dünne QR-Zerlegung A = QR für eine Matrix A ∈ Rm,n, m ≥ n, mit vollem
Spaltenrang eindeutig ist. Nutzen Sie dabei aus, dass R aus dem unteren Dreiecksfaktor der
Cholesky Zerlegung von ATA hervorgeht.

c) Implementieren Sie die Berechnung einer QR-Zerlegung mittels Gram-Schmidt-Verfahren.

d) Implementieren Sie die QR-Iteration zur Berechnung der Schur-Zerlegung einer Matrix A ∈ Rn,n.

Aufgabe 2 (Wiederholung Arnoldi)

Sei Qk = Kk(A, b) = span
{
b, Ab, . . . , Ak−1b

}
, d.h. der k-te Krylov Raum von A, b. Das Arnoldi

Verfahren kann genutzt werden, um eine Basis von Kk(A, b) zu bestimmen:
Zeige, dass AQk = QkHk + hk+1,kqk+1e

T
k gilt. Der Ausdruck ek meint den k-ten Einheitsvektor.



Algorithm 2 Arnoldi process

1: q1 = b/‖b‖2.
2: for k = 1, 2, . . . do
3: w = Aqk
4: for j = 1, 2, . . . , k do
5: hj,k = qTj w
6: w = w − hj,kqj
7: end for
8: hk+1,k = ‖w‖, qk+1 = w/hk+1,k.
9: end for
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