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Francis QR Algorithmus

Input: A € R™*" Toleranz tol.
Output: H € R™" die “reelle Schurform* von A; Q € R™*" orthogonal so, dal H = QT AQ.

1: Hessenbergreduktion: Berechne Q € R™*", QTQ = I, so dal H = QT AQ = {KH .

2: q:= 0.
3: while ¢ < n do
4:  Setze alle hjy1;:=0, 7 € {1,...,n} mit

Byl < tol-u(lhy;| + |hjyrjial)

5. Deflation: Finde p,q € {0,1,...,n} mit p minimal und ¢ maximal so daf§
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H = Hy Hy | = )
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wobei Hy; € RP*P obere Hessenbergmatrix, Hoy € R*"7P~9*"7P~49 yunreduzierte obere Hes-

senbergmatrix, Hss € R?7? quasi-obere Dreiecksmatrix.

if ¢ <n then
Fiihre einen impliziten Francis QR Schritt fiir Hyy aus und setze Hoy := QgQHQQQQQ,
wobei (oo die orthogonale Transformationsmatrix aus dem QR Schritt ist.

8: Hyp = Hi2Q)2, Has := QQTQH23-

Q = Q- diag (I, Q20, 1,).

10:  end if

11: end while

12: Bringe alle 2 x 2 Diagonalblocke von H mit reellen EW in Schurform und akkumuliere die

Transformationen.
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Bemerkungen:

a) 2x2 Blocke mit reellen Eigenwerten kénnen durch single-shift-QR-Schritte in Schurform gebracht
werden.

b) Soll nur das Spektrum A(A) ausgerechnet werden, so miissen wir () nicht mitfiihren (rote und
blaue Teile entfallen). Man erhélt dann aber nicht die Schurform von A in H.

c) Pro Eigenwert sind ca. 2 QR Schritte notig = Kosten ~ 10n3 falls nur Eigenwerte ausgerech-
net werden. Fiir komplette (reelle) Schurzerlegung (Quasi-Dreiecksmatrix mit Eigenwerten -+
Schurvektoren) a2 25n3.



d)

e)

£)

g)

In endlicher Arithmetik mit Maschinengenauigkeit u gilt:

Schurform H: H = Q" (A+ E)Q mit ||[E|s = u
Schurvektor-Matrix Q: QTQ =TI + F mit |[Flls =u

’:> Der QR Algorithmus nach Francis ist numerisch riickwéartsstabil.

Stagnation des Francis QR-Algorithmus ist moglich; meist hilft hier ein Zufalls-Shift, d.h. ein
single-Shift-QR~Schritt mit 4 € R beliebig.

Alternativ werden zur Beschleunigung hiufig anstelle des double-Shift Strategie multishift-QR-
Schritte verwendet:

Doppel-Schritt: p(H) = (H — p1l)(H — p2l), deg(p) = 2,
Mehrfach-Schritt: p(H) = H(H — pil), deg(p) =r.
i=1

Das fithrt auf “Buckel” der Grofle r, die aber analog zum impliziten Francis Doppel-QR-Schritt
“gejagt” werden miissen.

Deflation kann deutlich aggressiver als im obigen Algorithmus erzwungen werden

= aggressive early deflation.

Grundidee: Betrachte Partitionierung einer unreduzierten Hessenbergmatrix:

Hy1 Hip Hiz
H= |Hy Hoyp Hy|, Hy € RVFUNF10 oy € R, Hyg € RMF) Hay e RF L.
0 Hzy Hss

Sei VT H33V eine reele Schurzerlegung von Hss. Damit ist

Iy Hyi Hip Hiz| [In—k—1 Hy1 Hip Hi3V
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in Hessenberg-plus-spike Form. Die letzten Eintriige des spikes s := VI H3y € R* sind hiufig
sehr klein. Angenommen die letzten m < k Eintrdge von s sind gleich Null:

Hyy Hip Hiz Hu
Hyy Hyy Hoz Hay
0 s Ty Ti
0 0 0 Tho

= Thy € R™M*™ bereits in Schurform

= Deflation (Abspaltung) eines m-dimensionalen EWPs.



