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Kapitel 1

Continuum Mechanics

1.1 Hilfsmittel aus der Analysis

Satz von Stokes/Green:

Jpdiv(f)de = [, fendo (1.1)

fiir anstiindiges B m RY und RY-Funktion f € C'(B) N C(B) bei dusserer Normalen n
und Oberflachenelement do. Es ergibt sich fiir die partielle Integration

Jopp(wen)do = [,div(pv)de = [,Vpeuvdr+ [Lp(Vev)dr

fir p: B— R, v: B — R3, insbesondere fiir v = Vw mit w : B — R:

Jopp (Vwen)do = [, div(pVw)de = [, VpeVwdr + [, pAwdz

Satz von Liouville:
Y = A@)Y,Y(0) =Yy = det(Y(t)) = exp[fot tr(A(s))ds]det(Yp). (1.2)

e Fin direkter Beweis via Determinanten: Mit W (t) = det(Y (t)) und Spalten Y in Y hat
man .
W = det(AYl, Yo, .., YN) + - F det(Yl, Yo, .., AYN) = tr(A)W

da det[(s — A)Y] einerseits gleich det[s — Aldet[Y] = (s — tr(A)sN=1 + ... )det[Y] und
andererseits gleich det[(s — A)Y7, ..., (S — A)Yy] = sVdet[Y] — sV~ (det(AY1, Ya, .., YN ) +
oo+ det(Y1,Ys, .., AYN)) + - -+ ist. ]

Allgemeinere Form von Liouville’s Theorem (Volumen-Evolution):
Fiir die Losung ®(¢, ) einer glatten Dgl. £ = v(¢,£) mit Anfangswert £(0) = x gilt fir die

1



2 KAPITEL 1. CONTINUUM MECHANICS

Funktionaldeterminante §(t) = det|®, (¢, z)| die Beziehung
0 = div(v(t, ®(t,z))) 6, 06(0) =1,

. (1.3)
i.e. 6(t) = expl [, div(v(t, ®(t,x)))dt]
bei Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen in
d d d d
0= = o [0(t, (t,2))] = v, (t, D(t, )Py, P,(0,2) = o=
denn aus der Identitiit ®(t + h,z) = ®(t,x) + v(t, ®(t,2))h + O(h?) folgen
§(t+h) = 6(t) det[®,(t,x) " det[I + v, (t, ®(t, 2))h + O(h?)] det[®,(t, x)]
und somit
S(t+h)=06(t)[1+tr(v.(t,®(t, z))h + O(h?)],
%5 = tr(v.(t, ®(t,z))) d(t) = div(v,(t, ®(¢,2))) 6(t), (0)=1.
|

Transport Theorem:
Fiir By = ®(t,By) = {x = ®(t,€) : £ € By} (bei anstindigem By C RY) und skalar—
oder vektorwertiges glattes f gilt bei Anwendbarkeit der Substitutionsregel

[, ftx)de = [, f(t, (t,€))|detP,(t, &)|dE (1.4)
die Transportgleichung
4 th f(t, z)dx = th[ft + fov + [ div(v)](t, x)d, (1.5)
was sich im skalaren Fall als
4 I, f(t,x)de = [, [fi + div(fo)](t, v)dx (1.6)

schreiben ldsst. Fiir f = 1 hat man daher

d

%Vol(Bt) = /Bt div(v)dx

mit Volumenerhaltung im Fall div(v) = 0. |

1.2 Eulerian Description

Literatur: [11], [12] Appendix B

A continuum may occupy a set Q2 C R?® and be in motion with a flow ®(¢,z) generated
by a vector field v(t, z):

Lo(t,x) =v(t, ®(t,z)), ©(0,z) = z. (1.7)

For a nice subset By of 2 we denote ®(t, By) by B; and assume det(®,(t, x)) to be positive.
With p = p(t, z) standing for the mass density the Euler postulates are
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(I) Conservation of mass:

4 J5, p(t,x)dz = 0. (1.8)

(IT) Momentum Equations:
% g, Prdx = F = total force, (1.9)
4 g, 1T x pvldz =T = total torque. (1.10)

Writing F = Fo.e + Fine with external and internal forces
Foat = th pFdx and Fj, = f(’)Bt Tndo

we introduce the external force density F and the stress tensor 7' € R3*3 (which may
depend on ’everything’). By Green’s Theorem one has

F = [, pFdr+ [, div(T)dz,

where div(T) stands for the column (div(Tyow1), div(Trows), div(Trews))t. Writing 7 =
Tt + Tiny with external and internal contributions

Towt = [ v x pFlde and Ty = [, [v x Tn]do
and writing z X T'n = Sn one arrives at
T = [, [x x pFldx + [ div(S)dz,

with dZ'U(S) = dZ'U(T) + A and A = (T32 — T23, T13 — Tgl, T21 — Tlg)T.
An application of the Transport Theorem in (I) and (II) leads to

pr + pev + pdiv(v) = 0, (1.11)
plve + vv] = pF + div(T), (1.12)
x X (plvy + v,0])) =2 x (pF + div(T)) + A, (1.13)

wher (1.11) is already is used in the derivation of (1.12). Hence A needs to vanish (ie. T’
needs to be symmetric). In this case we are left with the four nonlinear partial differential
equations (1.11) (conservation of mass) and (1.12) (momentum equation) for the four
unknowns p and v € R3. One may also write

p+ pdiv(v) = p, + div(pv) =0, po = pF + div(T). (1.14)

An assumption like pv = —kVp in div(pv) leads to p, = kAu + Vk e Vp (diffusion
equation, Fourier’s or Fick’s law!).

The standard form of the stress tensor is
T = [—p+ Mdiv(v)]I + plv, + v1] (1.15)

with pressure p = p(t, x) and viscosity coefficient x4 in front of the streching tensor field.
In case of fluids one has the cases:
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e perfect (A =0,u =0), ideal (div(v) = 0, u = 0), Navier-Stokes (div(v) = 0, u # 0).

The formula for div(T') for (1.15) is
div(T) = =Vp + (A + p)V(div(v)) + pAv. (1.16)

It enters (1.12) and asks for one more equation (or assumption) for the pressure p.

1.3 Energy Conservation and Heat Equation

As above, suppose a continuum occupies  C R? and moves a flow ®(¢,z) generated by
a (convective) vector field v(¢, ) with (1.7) — think of v = 0 for solids. For subsets By of
) we denote ®(t, By) by B;. Further Legend:

u temperature, e density of internal energy (later on e = cu),

f source/sink density, F' density for external forces, 7' symmetric,

E = [, pedw internal energy,

K = [, plv|*/2 dx kinetic energy,

W = [, pFeuvdx+ [, Tneuvds work done (mechanical power),

Q= [ pfde— [, Jendo heat supply (nonmechanical power).

The second term in the heat supply is to be specified, eg. by Fourier’s law J = —xkVu
(vielding the (diffusive) vector field for the exchange on the surface of B, (flux!)) or by
the alike Fick’s law for diffusive mass transfer. The first law of thermodynamics asks for

LR+ K| =Q+W. (1.17)

By the transport theorem, Green’s theorem and (1.11) and (1.12) we can derive the
infinitesimal versions in form of PDEs. We obtain

1E = [5, pédz.

4K = [ pTode = [, vT(pF + div(T))da.
W = [, pFevdx+ [, div(Tv)dz.

Q= [ pfde— [ div(J])dx.

With div(Tv) — vTdiv(T) = trace(Tv,) one arrives at the energy balance (law of energy
conservation)

pe = pf — div(J) + trace(Tv,). (1.18)
With J = —kVu one has

pler + exv] = pf + KAu + trace(Tv,), (1.19)
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which reduces in the special case v = 0 to
per = pf + kAu
In the special case
e = cu (constant ¢), div(v)=0, T =—pl (1.20)

one arrives at
U=+ ugv = f + EAu (1.21)

since trace(Tv,) = 0 (no matter what the pressure is). This is a PDE for the temperature
taking into account the convection by the flow ® and sources/sinks.

REMARK for v = 0: With Fourier’s law

J = pew = —xkVu (1.22)
for the diffusive vector field w (for the flow of B, — the flow of ’heat’) one has
& [, pede = [ [pler + div(ew)]ds =
[, lpcus — div(kVu)lde = [, pelu; — 2 Auldz .

Thus, the heat equation u;, = iAu describes the conservation of energy by asking for

4 5, pedr = 0 along the set B, flowing according to Fourier’s law (1.22) (with vector
field w). |

SUMMARY:
We have obtained five balancing equations from the Eulerian postulates and the first law
of thermodynamics:

e Mass balance or continuity equation:
pr + div(pv) = 0. (1.23)
e Momentum balance or Cauchy’s equation (in 3 dimensions):
plvy + vv] = pF + div(T). (1.24)
In case of T' = —pl this can be written as
(pv)e + (plv]* +p)s = pF.

e Energy balance:
pler + exv] = pf — div(J) + trace(Tv,). (1.25)
reducing for v = 0 to pe; + div(J) = pf.

These equations still have to be supplemented by the constitutive equations which describe
the behavior of the materials under investigation (material laws). ]
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1.4 Applications

We specialize the above set of equation in various ways:

1.4.1 Convection/Advection (cf. Charakteristikenmethode -
App.B)

e Convection/Advection Problems (Transport Equation):
¢t + dic(ev) = 0 from mass balance.

e Attraction/Repulsion/Migration Problems:
¢t + div(keVVU) = 0 for a potential function U (eg. electrostatic field charging
particles).

Der Theorie derartiger Gleichungen ist Appendix B gewidmet.

1.4.2 Diffusion

e Diffusion Problems:
Fick’s Law J = —DVec in the energy balance leads to the DIFFUSION EQUATION
¢t — div(DVe) = 0. Cf. (1.22).

e Chemotaxis in Microorganisms:
up = —div(xuVV) + div(DVu) with potential ¥ and diffusion coeffient D.

e Laplace/Potential Equation:
For the pressure u in a fluid with velocity field v in a porous medium one has Darcy’s
law v = —poVu. In the imcompressible case (div(v) = 0) one has POTENTIAL
EQUATION Au = 0. For the potential equation in problems of lonic Mass Transport
see Prentice [13] pp152 (who ends up with div(k(c)¥) = 0 which reduces to AV =0
for constant k).

e Propagation Along Axons:
For the charge density ¢ and the 'flux’ J of charged particles one has ¢; + div(J) =

f = source/sink density (eg. net ionic current I into the axon). With ¢ = pyv and
J = —p3v, for the voltage v one has v; = kv, + f.

1.4.3 Navier-Stokes Equations
From (1.14) and (1.16), the Navier Stokes equations are
div(v) =0, plvy +ve0] + Vp — pAv = pF (1.26)

with 4 equations and 4 unknowns.



1.4. APPLICATIONS 7

1.4.4 Transmission of Sound Waves

Suppose an ideal fluid (div(v) = 0,7 = —pI) where one has the EULERequations
po = plvy + vv] = =Vp + pF (1.27)

from (1.14) and (1.16) (in addition to the mass balance equation in (1.14)). Under the
assumption that the terms v,v and p,v can be neglected and under the (adiabatic) as-
sumption of p = h(p) (let’s take p = agp) an application of div to the Euler equation
(pv); = —Vp + F and the mass balance equation yield

—Ap + div(F) = [div(pv)]s = [—pi)e = —aopu

which is a WAVE EQUATION for the pressure.

1.4.5 Adiabatic Gas Equations

A reformulation of the energy conservation can be given in terms of entropy conservation
45(t,x(t)) = 0. Suppose one has

p=f(S)p'™ (a>0).
This implies f = f/(S)S = 0, ie. the entropy conservation takes the form

oy 9
ot plte ' fx plte

in addition to the continuity equation (1.23) and the Euler equation (1.27).

1.4.6 Vibrating String or Membrane

The balancing of Newton forces and the sum of the vertical contribution of tension and

the vertical load, ie.
/ Py dr = / Touzn do +/ pdzx,
Bo 0By Bo

leads to the WAVE EQUATION puy = Todiv(Vu) + p = ToAu + p.

1.4.7 Electromagnetism (Maxwell’s Equations)

Let E be the electric, H be the magnetic field, let D and J stand for the electric flow
density and the current density resp.. Finally let I denote the magnetic induction. One
has Maxwell’s Equations, ie. the requirements

(a) rot(E)+1,=0 (Faraday),
(b) rot(H)=J+ Dy, (Ampere),
(¢) div(D)=p (Gauss/Coulomb),
(d) div(I) = 0.

(1.28)
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These can be transformed into a set of wave equations in the following way. Taking div
of the first two laws is leading to

(aa) [div(D)]; =0, (bb) div(J)+ [div(D)], = div(.J) + p; = 0.

(1.28)(d) is more restrictive than (1.28)(a) and (aa). We consider homogeneous media
with D = ¢FE and [ = pH (maybe with J = ¢ F in addition) and thus with

(a) rot(E)+ puH, =0,
(b) rot(H)=J+cE (= 0=div(J+ckE),

(1.29)
(¢) div(eE) = p,
(d) div(H)=0.
(i) In case p = 0 — with div(E) being 0 by (1.29)(c) — one obtains by
rot(rot(X)) = {V(div(X)) — AX} (1.30)

the relation
prot(Hy) = —rot(rot(E)) = AE

and thus a wave equation for F:
peEy = plrot(H) — J)y = AE — uJ; .
In an analogous way one receives a wave equation for H:
/.LEHtt = AH + TOt(J)

(ii) In the case where p is not identically 0:
From (1.29)(d) we can write H = rot(A) (with an integration ’constant’ Vi (gauge
freedom)). Inserting into (1.29)(a): 0 = rot(E + uA;). Therefore one has

with an integration ’constant’ ¢. With (1.30) for A Ampere’s equation then becomes
{V(div(A)) — AA} = J + ¢k,

L(A) :=ecpAy — AA =
J —{V(div(A)) +e[VB|;} = J — VD(A, B),
with D(A, B) := div(A) + eB;.

Equation (1.29)(c) implies
eAB = —p — epldiv(A)l;.
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Thus in case D(A, B) = 0 we have [div(A)]; = —eBy and

L(A)=J, eL(B)=p. (1.31)
So, given A and B with (1.31), we modify them in passing to « = A+ V4 and § = B—1;

with a 1 such that D(a, 3) = 0 by taking a solution 1 of the inhomogeneous scalar wave
equation

L(¥) = D(A, B). (1.32)
We then have L£(«) = J and L(3) = p so that

H =rot(a) and E = —pay —Vf (1.33)

satisfy Maxwell’s equation (1.29). So Maxwell’s equations are reduced to three wave equa-
tions in (1.31) and (1.32). u



10

KAPITEL 1. CONTINUUM MECHANICS



HanDOUT ZUR SVP-VORLESUNG 2009

Kapitel 2

Analysis-Grundlagen

2.1 Funktionenfolgen — Funktionenreihen

Literatur: [1] pp.221-224, [4] pp.146-154

Definition 2.1
Auf einem Intervall I C R seien die Funktionen f, : I — R, n € N, gegeben. Die
Funktionenfolge (f,) heifst auf I

(a) punktweise konvergent, wenn in jedem Punkt x € I der Grenzwert lim,,_, fn(z) =:
f(x) existiert,

(b) gleichmdfig konvergent gegen die Grenzfunktion f : I — R, wenn lim, . ||f. —
fllr =0 gilt mit
1fo = fllr = Sup | fu(@) = f(2)].

Bemerkung 2.2

(a) fo(x) = 2™ auf [0, 1] konvergiert punktweise gegen die unstetige Grenzfunktion f
mit f(z) =0 auf [0,1) und f(1) = 1. Keine gleichméBige Konvergenz auf [0, 1].

(b) fu(z) = 2™ auf [0,1) konvergiert punktweise gegen f = 0, aber nicht gleichméfig.
Jedoch liegt gleichmifiige Konvergenz auf jedem kompakten Teilintervall [0, g] mit
0<q<1vor.

(¢) fo(z) = n~Y2sinnx konvergiert auf R gleichmiBig gegen f(z) = 0, aber f/(z) =
n'/%cos nx konvergiert (iiberhaupt) nicht: Differentiation und Limes sind nicht ver-
tauschbar.

(d) fu(z) = 1[I+ n22? — 1] konvergiert (monoton) gegen die stetige Grenzfunktion
f(z) = |z|. fl(z) existiert und ist stetig fiir jedes n, aber die Grenzfunktion ist nicht
differenzierbar an = = 0.

(e) fulz) =x/(1+ n’z?) konvergiert auf ganz R gegen die Grenzfunktion f(z) = 0 mit
f'(x) = 0. Die Ableitungen f/(x) existieren iiberall, konvergieren aber gegen 1 an
T

)
=0 (und gegen 0 sonst).

11
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(f) fulz) = nPz(1 — 2*)" (mit p = 1 oder 2) konvergiert punktweise auf [0, 1] gegen
= 0. Integration und Limes sind aber nicht vertauschbar, denn es gilt (z.B. fiir
=1)

1
1 1
/0 f"(x)dxzinil_)§ fir n — oo.

(g) Fiir fo(z) = 2%(1 + 2?)™" konvergiert sy = S0 f, fiir £ # 0 gegen 1+ 2% (aber
gegen 0 an z = 0). m

Satz 2.3 (Stetigkeit)

Konvergiert die Folge der Funktionen f,, : I — R gleichmdf$ig auf I und sind die f, stetig
an p € I, so ist die Grenzfunktion f ebenfalls stetig an p.

Insbesondere gilt: Der gleichmdjige Limes f stetiger Funktionen f, auf I ist stetig. Fir
jeden Hdiufungspunkt & von I gilt

lim lim f,(z) = lim lim f,(x).

r—& n—o0 n—00 r—¢&

Satz 2.4 (Integration)
Konwvergiert die Folge der stetigen Funktionen f, : I — R gleichmdfSig auf dem kompakten
I = [a,bl], so ist die Grenzfunktion f stetig (und somit integrierbar) und es gilt

lim [ f.(t)dt = / F(t)dt = / (lim f,(t)) dt.

Satz 2.5 (Differentiation)
Die Funktionen f, : I — R seien auf dem kompakten Intervall I = |a,b] differenzier-
bar. Konvergiert dann die Folge der Ableitungen (f)) gleichmaf$ig auf I und konvergiert

die Folge der Funktionen (f,) an mindestens einem Punkt xo € I, so konvergiert (f,)
gleichmapfig auf I gegen eine differenzierbare Funktion f : I — R und fir jedes x € I gilt

F'() = (lim f)(@) = lim f1(x).

Eine Funktionenreihe

k=1

ist definitionsgeméf die Funktionen—Folge s,(z) = > ;_, fr(z) der Partialsummen. Man
verwendet das Symbol auch dann, wenn die Partialsummenfolge divergent ist. Die obigen
Konvergenz- und Vertauschungssitze gelten natiirlich auch fiir Reihen. Uberdies hat man
folgendes einfaches Vergleichskriterium:

Satz 2.6 (Majorantenkriterium)

Ist (f,) eine Funktionenfolge auf I C R mit ||f.||l1 < cn (ie. |fu(2)| < ¢, fir alle x € 1)
und konvergiert die Reihe Y~ | ¢,, so ist die Funktionenrethe Y~ | f, auf I gleichmdfSig
konvergent.
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Satz 2.7 (Potenzreihen)

Die Potenzreihe f(x) = >0y ar(x —p)* besitze einen positiven Konvergenzradius R. Auf
jedem kompakten Teil K des Konvergenzintervalls J :== (—R + p,p + R) konvergiert sie
dann gleichmdfig.

Das Beispiel der geometrischen Reihe zeigt, dafl gleichméflige Konvergenz nicht auf dem
ganzen Konvergenzintervall gegeben sein muf.

Beispiel 2.8 [Trigonometrische Reihen — [2] 292]

Die Reihe
cos(nx
an 9 n = (2 )

n

konvergiert gemaf} 2.6 gleichméfiig und absolut. C'(x) ist daher stetig und gleich

(x—m)? 7°
= <zx<2
c(x) 1 oL 0<ax<2m,
wie sich zeigen wird. Auf R ist C'(x) die gerade 2m—periodische Fortsetzung hiervon. Glied-

weise Differentiation von —C/(x) fithrt formal zu

- Z Smfln@ mit Sy (0) = 0.

n=1

Ist gliedweise Differentiation gestattet? Als Grenzfunktion wird sich die 2r—periodische
Sagezahnfunktion s : R — R mit

[s(04+) +5(0-)] =0

l\DI}—t

(@)1= g(n—w), 0<z <2 mit s(0) =
ergeben. Beachte s(x) = —c(x) auf (0, 27).
e Die Dirichlet-Kerne
sin(N + 3)x

.
sm2

= Z €™ =1+ 2cosx+ - +2cos(Nx) =

fiir alle © # 2mm erfilllen Dy(2mm) = 2N + 1 (m € Z) wegen der geometrischen
Summenformel. Fiir 0 < x < 27 dividiert man durch 2, integriert von 7 nach x und

erhalt
T—T T—T _ sinNz * sin(N + )t
5 + Sy(x) = + sinx + -+ + N :RN(QJ)::/7r Wdt
it 141
R —— O0< 2 <27
[Fn ()] < (2N 4 1)sing’ LA

Punktweise an x € (0, 27) strebt Ry (x) also gegen 0.
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Auf kompakten Teilintervallen [p,2m — p] hat man wegen der |Ry|-Abschitzung
gleichméBige Konvergenz der Reihe gegen s(x).

Man hat die Mittelwerteigenschaft fiir die Grenzfunktion S der Sy:
1
S(z) = §[s(x+) + s(x—)].
An den Unstetigkeiten verifiziert man dies direkt — sonst Satz 2.3.

Man hat das Gibbs—Phinomen an Unstetigkeitsstellen: Fiir grole N iiberschwin-
gen die Partialsummen Sy (x) den Sprung von s(x) um etwa 17.89 Prozent (beim
Periodenintervall [0, 27]). Betrachte dazu Ry (x) nahe x = 0 und die erste positive

Maximalstelle &y = % Fiir N — oo geht &y gegen 0. Es gilt

Jim [ Sy (€x) = 5(0)] = 1.1789.. - [s(0+) — 5(0)].

c(z) ergibt sich mit gliedweiser Integration von S(x) = s(x). Die Konstante —m?/12
in c(z) ergibt sich aus gliedweiser Integration der C(z)-Reihe iiber [0,27], denn
deren Integral ist 0. Also muB dies auch fiir das Integral iiber ¢(x) richtig sein.

Spezielle Reihenwerte: C'(0) = 72/6, C(w) = 72/12.

2.2 Parameterabhingige Integrale

Literatur: [1] 430-435, [2] 347

Satz 2.9 (Eigentliche Integrale)
Ist die vom Parameter \ abhingige Funktion

f:D=la,b] x[a,5] =R, (t,\) — f(t,\)

stetig, so gelten:
(a) F(A):= fabf(t, N)dt ist auf o, (] stetig.
(b) Existiert iiberdies die (partielle) Ableitung 2 f(t, ) auf D und ist sie dort stetig, so

ist F'(\) stetig differenzierbar mit

) b9
FN = [ gy e

(c) Satz von Fubini:

/j/abf(t,)\)dtd)\:/ab/jf(t’)\)d)\dt'

Uneigentliche Integrale — z.B. der Form — [ f(t, \)dt sind als Grenzwerte

bm F,() mit Fu0) = [ fE N (b — o0)

n—00
a

definiert. Bei gleichméfiiger Konvergenz gegen F'(A) kann man dann Differentiation und
Limes vertauschen. Eine hinreichende Bedingung bietet der folgende Satz.
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Satz 2.10 (Uneigentliche Integrale)
e Die vom Parameter A abhdngige Funktion
f:D=lab) x[a,f] =R, (t,A)— f(t,A)

sei stetig und es existiere eine Funktion g : [a,b) — R mit den Figenschaften

|f(t, )] < g(t) auf D, / g(t)dt < oo .

Dann gelten:

(a) Das uneigentliche Integral F(\) := f:f(t, A)dt konvergiert und ist stetig:

b b
lim [ f(t\)dt = / F(t, No)dt.

A— Ao a

Uberdies liegt Vertauschbarkeit vor:

[ ([ s [ ([ i)

(b) Ist tberdies die (partielle) Ableitung %f(t, A) ebenfalls auf D stetig und exi-
stiert eine Funktion h : [a,b) — R mit den Figenschaften

%f(t, NI < h(t) auf D, /abh(t)dt< 00,

so ist F\(\) stetig differenzierbar mit der Ableitung
0 e,
aF()\) —/a ﬁf(t’ A)dt.

o Ist f:R* = R stetig mit [, |f(x,y)|(drdy) < oo, so gilt

A(Af(x,y)dx) dy:/R</Rf<$,y)dy)dx'

Beachte: Die gleichmdflige Konvergenz von fR f(x,y)dy fir x € R reicht i.a. hierfir
nicht aus.

Bemerkung 2.11 [Kettenregel] Unter geeigneten Voraussetzungen gilt
IOV

5 BW / |
i = SO DT — F00), )0 + / D s
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Beispiel 2.12 [Anwendungen)]

(a) Ableitung der Gamma—Funktion:

I'(z) :/ t"leTtdt = T'(x) :/ t*te7tn ¢ dt.
0 0

(b) Laplace-Transformation (cf. [2] 71):
F(9) = £{f@) = [ e p(oy

falls das uneigentliche Integral existiert.

(e}

e Fiir f(t) = 2L ergibt sich F'(s) = — [[Te *'sin t dt = — 15 fiir s >
(vgl. Satz 2.10 mit s > so > 0 ). Also folgt F'(s) = ¢ — arctan s mit ¢ =
(F(00) = 0). Insbesondere gilt F'(0) = 7.

e Fiir f(t) = e/ mit komplexem g erhilt man F(s) = ﬁ, falls Re(s — pu) > 0.
Exponentiell beschrénkte Funktionen f mit

o[

[f(O)] < MM

haben L£—Transformierte fiir s > k, deren Urbildfunktionen bis auf endlich viele
Punkte eindeutig bestimmt sind. Unter Umsténden erhélt man

L{f1(0)} = sL{f(1)} = f(O+).
Ein Anfangswertproblem
T +azr = f(t), x(0)=x,
mit konstanten Koeffizienten kann man £-transformieren zu
(sX —xg) +aX = F(s),

woraus sich
F(s)+
s+a
ergibt. Riicktransformation z(t) = £L7'{ X (s)} liefert dann die Losung (Funk-
tionentheorie!). Man benutzt hierzu Tabellen.

X(s) =

(c) Fourier-Transformation (cf. [2] 350):

o0

Flo) = F(f0) = [ e st
falls existent (f muf schnell fallen!). Die Riicktransformation ist dann

f(t) = FUFW)) = - /m ¢ (w)do,

:% N



2.2.

PARAMETERABHANGIGE INTEGRALE 17

falls existent. Man hat

F{(0)} =iwF(w), Fl(w)=F{-itf({t)}.

Die Differentialgleichung
T+ax = f(t), a>0,
fiithrt zu .
X(w) = F(w) = Hw) F(w).

w+a
Fiir h(t) = e fiir t > 0 und 0 fiir ¢ < 0 mit F{h} = H gilt dann

o) = (hx F)(t) = /_OO Wt — ) f(r)dr = / h(t — 7)f(7)dr,

[e.9] —00

falls existent (z.B. fiir f(¢) = e”1"l und @ > 1), was eine Losung der Differentialglei-
chung sein sollte. Wodurch ist sie charakterisiert?
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Kapitel 3

Fourier—Analysis

3.1 Die schwingende Saite

In diesem Abschnitt berechnen wir formal die Losung u(x,t) der Wellengleichung (vgl. [2]
pp-387)

Uy = Py
u(z,0) = f(z), w(z,0)=g(x), 0<z<m,
u(0,t) =0, u(m,t)=0, t>0

tiber [0, 7] x [0,00) fiir g(x) = 0 und allgemeines f(z). Der Separationsansatz u(z,t) =
X (x)T(t) fithrt (aus physikalischen und mathematischen Griinden) zu den Gleichungen

X'+ XX =0, T+X’T=0

mit den Nebenbedingungen

Nichttrriviale Losungen erhélt man fiir A = A\, = n € Z, namlich
X(z) = X,(z) = sinnx.
Die entsprechenden T-Lésungen sind dann
T(t) = T,(t) = a,cos ent + bysin ent.

Die n-te Eigenschwingung u,(x,t) = X,(x)T,(t), n € N, besitzt die Frequenz c¢n mit der
Amplitude /a2 + b2. Durch Superposition

u(z,t) = Z up (2, 1)

19
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der Eigenschwingungen verucht man nun die Anfangsbedingungen zu erfiillen:

u(x,0) =3 apsinne = f(x) ,
u(z,0) =307 bpen sinnz = g(z) =0 .
Die beiden Reihen bestehen aus ungeraden Gliedern. Daher denke man sich f ungerade

zu einem 27—periodischen f fortgesetzt. Man multipliziert die Gleichungen mit sinmx
und integriert iiber [—m, 7] und erhélt formal (vgl. Ubung 8.4)

2 ™
= —/ f(s)sinns ds, b, = 0.
T Jo
Die formale Lésung ist dann
u(z,t) =3 sinnx [2 [ f(s)sinns ds] cosent = [ G(x,t;8) f(s)ds = G f(x, t)

mit der Kernfunktion

o [e.e]

2 1
G(z,t;s) = - Z sinnx coscnt sinns = - Z[sm (n(x — ct)) + sin (n(x + ct))] sinns.
n=1 n=1

Fiir die in der Mitte angezupfte Saite mit
f(e) =B tir x € [0, 5], fla) = Blr ) fiir 2 € [Z,7

ergeben sich die Amplituden aus den

43 . nm 473 1 1
n = 1707__707_7
¢ sin- = 9" 25

T onlr
Der Ton ist rein, da die Oberténe schnell schwach werden. Der Ton ist weich, da die
geraden Oberschwingungen fehlen. Fiir die am Ende angezupfte Saite mit

f(z) =ax auf[0,7), f(r)=0,

0,...), b,=0.

ergeben sich die Amplituden aus den
2c0 11
n— =2 1, —=, =, ...
a —cosnm = 2 ( 53
Der Ton ist nicht rein und hart.

Wann ist diese Vorgehen in Ordnung? Es stellen sich folgende Fragen:

Wann und wo konvergiert die u,—Reihe? Wo konvergiert sie gleichmafBig?

Wann konvergiert die Reihe ) a,sin nz mit den angegebenen a,, wirklich gegen f?

Wann kann man Integration und Summation vertauschen?

Wann kann man beim Verifizieren, dafl u Losung ist, Differentiation und Summation
vertauschen?

Ist u die Losung der Wellengleichung?
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3.2 Fourierreihen
Literatur: 2] pp.286-319

Eine Funktion f : R — R oder R — C heifit periodisch, wenn ein 7" > 0 exisiert mit
f(t+T) = f(¢t) fir alle t € R. Das minimale 7" > 0 nennt man die Periode von f. f heifit
dann auch T—periodisch.

Auf [0,T] definierte Funktionen f kann man auf verschiedene Weisen zu T oder 27—
periodischen Funktionen — wieder f genannt — fortsetzen, z.B.

(a) direkte T—periodische Fortsetzung,
(b) gerade 2T—periodische Fortsetzung,
(c¢) ungerade 2T—periodische Fortsetzung.

Notationen:

Wir gehen im folgenden stets von mindestens stiickweise stetigen 2r—periodischen Funk-
tionen f,g,... von R nach R oder C (mit hochstens endlich vielen Unstetigkeitsstellen)
aus, denn wir werden Integrationen durchfithren. Wir setzen

2 _
<fo>=o [ roaa 17l= V=TT

Wir definieren '
dp(t) =™, ke,

und erhalten die Orthonormalitdtsrelationen
1 2 ) )
<, &, >= —/ e qt = Sy
2m Jo

Definition 3.1
Als trigonometrisches Polynom (der Periode 27) bezeichnet man jede Funktion der Form

N N
aop .
ft) = k_X_:N cr®r(t) = 5 + ;[ancos nt + by, sin nt|

mit komplexen Koeffizienten cg, ap, by. Ist |c_n|+ |en| # 0 bzw. |an|+ |by| # 0, so nennt
man N den Grad von f. Trigonometrische Reihen schreibt man entsprechend (auch im
Falle der Divergenz).

Satz 3.2
Fiir ein trigonometrisches Polynom f vom Grad N gelten:

(a) ag = 2¢co, an=Ccp+c_p, by=ri(c,—c_p),
(b) cr =< f, B >= & [77 f(t)e *dt,

(c) f=0 < ¢ =0, (-N<k<N),
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(d) f reellwertig < ¢, =t (0<k < N),

(e) f hat hochstens 2N Nullstellen in [0, 27).
Beispiel 3.3
(a) - €™ konvergiert fiir kein einziges ¢ (vgl. Bsp. 2.8).

(b) Aus der geometrischen Reihe erhélt man fiir || < 1:

> , [1 — rcost] + i rsint 1—7?
Z ,r,neznt Z ,,,,|n\ int _ )
1 — 2rcost + r? - 1 — 2rcost + r2

n=0

Die Koeffizientenformeln in Satz 3.2 (b) gelten bei gleichméfiiger Konvergenz auch fiir
Reihen (cf. Satz 2.4):

Satz 3.4
Konwergiert eine trigonometrische Reihe > cre’® gleichmdpig auf [0, 2r] gegen eine Funk-
tion f(t), so ist [ auf R stetig mit ¢, =< f, ®p > fiir k € 7Z.

Definition 3.5 (Fourierreihen)
Fiir stickweise stetiges f : [0,2n] — C definiert man die zugehérige Fourierreihe durch

Sf(t) = Z qu)k(t) = Z Ckelkt
k=—o00 k=—o00
mit den Fourierkoeffizienten
L —ikt
cp =< f,Pp >= — f(t)e "™ dt.
2m Jo

Man hat also:  Sp(t) = 3" 5= [ T DRt — T)dr =0 L [T o f(t—T7)®k(T)dT.

00 271
Sei Sy die N-te Partialsumme von &;. Dann gelten aufgrund der Orthonormalitét

N

< Sy, Sy >= Z ler]? =< f, Sy > .
k=—N

Daraus folgt 0 < ||f — Sn||3 =< f — Sn, f — Sy >= ||fI3 = S0 _y |ex|?, was folgendes
Resultat liefert:

Satz 3.6 (Besselungleichung)
Fiir jede stiickweise stetige Funktion f auf [0,27] gilt > p_|cxl* < || fl]3.
Insbesondere gelten Y oo |ex]* < oo und  limpy e ¢, = 0.
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Bemerkung 3.7 [Faltung]
Haben Sy und §, die Fourierkoeffizienten ¢, bzw. dj, so hat die Faltung von f und g

(f * gt .%/ F()g(t — 5)d

die Fourierkoeffizienten cdy. Es gilt also Sp.y = > .7 cxdp®i(t). Dies beweist man durch
Vertauschung der auftretenden Doppelintegrale. Die Dirichlet-Kerne Dy (x) aus Bsp. 2.8
haben Mittelwert 5= [7_ Dy(z)dx = 1, erfiillen Dy(0) = 2N + 1 und erlauben die Dar-
stellung der N-ten Partialsumme der Fourierreihe Sy(x) als Faltung

SfN / f T —t DN( )dt (f * DN)(SL’) .

Die Dirichlet-Kerne Dy(x) approximieren irgendwie den Dirac—Impuls. [ ]

Wir untersuchen im folgenden, wann die Fourierreihe Sy gegen f konvergiert.

Satz 3.8 (Vollstindigkeit)
Hat eine stiickweise stetige, 2w —periodische Funktion f : R — C die

Mittelwerteigenschaft: f(t) = =[f(t—) + f(t+)], t € R,

und gilt < f, @, >=0 fir alle k € Z, so ist f(t) = 0. Insbesondere gelten:

(a) Haben zwei in [0, 27| stickweise stetige Funktionen dieselben Fourier—Koeffizienten
und besitzen beide die Mittelwerteigenschaft, so sind sie identisch (Eindeutigkeit).

(b) Ist f stetig und 2w —periodisch und konvergiert die Fourierreihe Sy gleichmdf$ig auf
0,27, so gilt f(t) = Sy(t) fir allet € R.

(¢) Fiir in [0, 27| stickweise stetiges, 2m—periodisches f gilt die

Parsevalsche Gleichung: Z lex? = |1 f][3.

(d) Konvergenz im quadratischen Mittel: Die Fourierreihe Sy einer auf [0, 2| stiickweise
stetigen Funktion f konvergiert stets auf [0, 2m] im quadratischen Mittel gegen f, d.h.
liquoo ||f - SNHQ =0.

Die Betrachtungen im Beispiel 2.8 iibertragen sich auf beliebige periodische Funktionen,
falls die nicht zu wild sind.

Satz 3.9 (Darstellungssatz)
Ist f: R — C eine 2m—periodische, stiickweise stetig differenzierbare Funktion, fiir welche
in den Ausnahmestellen alle moglichen einseitigen Grenzwerte von f und [’ existieren,
so gilt fiir thre Fourierreihe Sy:
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a) Ist f stetig auf einem |a,b|, so konvergiert dort Sy gleichmafig gegen f.
f

(b) S;(t) = 3[f(t+) + f(t—)] fir alle t € R.
(c) An jeder Sprungstelle tritt das Gibbs—Phdinomen auf (vgl Bsp. 2.8).

Bemerkung: Schreibt man in den Unstetigkeitsstellen den Mittelwert vor, so gilt praktisch
immer f = S;.

Satz 3.10 (Abschéitzung der F-Koeffizienten)
Ist f 2m—periodisch und sind f, f', ..., f™) stetig mit stiickweise stetig differenzierbarem
f+D) (2. B. f € C™F2), so gilt fir die Fourierkoeffizienten cj,

M

T (k #0)

|| <
mit einer Konstanten M — beachte < f',®, >=1ik < f, &) >.

Bemerkung 3.11 [Lokalisierungssatz
Stetigkeit von f allein geniigt nicht einmal fiir globale punktweise Konvergenz (du Bois-
Reymond, 1873). Vgl. in diesem Zusammenhang Rudin ([3] p.184/5 oder Real and Com-
plex Analysis, pp.106-108):
Man hat geméss Bemerkung 3.7 und Bsp. 2.8
Spale) = (&) = & [ L0 G (N 4 L)ty =
L Le 0T ot /2)sin( NE)dt + - e Msm(t/Q)cos(Nt)dt.

2 J—7m  sin(t/2) sin(t/2)

Ist nun f Lipschitz-stetig an z [i.e. existieren positive Konstanten 6 und L mit || <
d = |f(x+1t)— f(x)] < L|t| (beschrinkter Differenzenquotient!)], so sind die Faktoren
von sin(Nt) bzw. cos(Nt) beschriankt. Folglich konvergieren die beiden Integrale gegen
0 fir N — oo und man hat punktweise Konvergenz. Daraus ergibt sich der folgende
Lokalisierungssatz fiir Fourierreihen:

o Gilt f(§) = g(§) in einer geeigneten Umgebung von z, so gilt
SﬁN(x) - Sg,N(x) = Sf_ng(I) — 0, N — oo.

Anders als bei Potenzreihen kénnen sich zwei Fourierreihen in einem Intervall gleich
verhalten, in einem anderen Intervall jedoch kann ihr Verhalten véllig verschieden
sein. ]

3.3 Fouriertransformation

Literatur: [2] pp.337-351 und 393/4
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Definition 3.12
Eine Funktion f : R — C heifst Fourier—transformierbar, wenn

T

Flw) =F{f(t)}:= 71i1rn e (t)dt

— 00 —T

fir alle w € R ezistiert. Man schreibt auch kiirzer: [, e™™" f(t)dt. Die inverse Fourier-
transformation von F : R — C lautet dann

FUYFW) = 2i /R ¢ F () dw.

™
Beispiel 3.13

(a) Der Rechteckimpuls f(t) = aoder = 0 fiir [t| < b bzw. |[t| > b hat die F—
Transformation 2ab%§’b.

(b) Der abfallende Impuls f(¢t) = e * fiir ¢ > 0 und 0 sonst (mit a > 0) fithrt zu
F(w) = -, der beidseitig abfallende Tmpuls f(t) = e~ zu F(w) = Man
sieht: Ist f langsam fallend, so ist F' schnell fallend (und umgekehrt)

Insbesondere liefert f.(t) := eIl die Funktion F.(w) := 2= Fiir ¢ — 0 streben
fe und F. gegen 1 bzw. 0, aber das Integral von F_ iiber R hat Grenzwert 27:

a2+ 2

/Fe(w)dw = 2arctan™ |t =27 .
R £
Mit der ”Dirac-Delta—Funktion”§(t), die man sich durch

5.(t) :% fiir 0 <t<e, 6.()=0 sonst /6E(t)dt 1
R

approximiert denken kann und die vorerst aber nur unter dem Integral im Sinne von

/f O(t — to)dt :=lim | f(£)0-(t — to)dt

R

benutzt werden sollte | — fiir stetiges f erhélt man den Funktionswert f(¢y) — |, folgt
F{1} = 2n8(w), F{o(t—a)} =e ™

(c) Die Heavyside-Funktion H(t) =1 fiir ¢ > 0 und 0 sonst hat die F—Transformation
L+ 76(w). Beachte 6.(t) = L[H(t) — H(t —¢)].
Bemerkung 3.14 [Rechenregeln)]

(a) Ist f stetig und stiickweise stetig differenzierbar und ist f’ F— transformierbar, so
gilt mit partieller Integration

F{f ()} = iwF (w).
Analog gilt: iF”(w) = [, i-:Ze ™! f(t)dt = F{tf(t)} — vgl. Satz 2.10.
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(b) Fiir das Faltungsprodukt

(f*g)(t) = / £t — $)g(s)ds = / F(8)g(t - s)ds

gilt die Produktregel

F{(f*9)()} = F(w) - G(w),
falls die auftretenden Integrale Sinn machen — vgl. Satz 2.10.
Analog gilt: F{f(t) - g(t)} = 5=(F * G)(w) — vgl. Satz 2.10.

Definition 3.15
Eine Funktion f : R — C heifit absolut integrierbar, wenn sie auf jedem endlichen Inter-
vall stiickweise stetig ist mit [, | f(t)]dt < oc.

Satz 3.16 (Konvergenzsatz)
Ist f absolut integrierbar, so existiert F(w) = F{f(t)} fir alle w. F ist stetig und be-
schrdankt auf R und es gilt die Plancherel-Gleichung

o= NI AV

Beachte: F' ist nicht notwendig absolut integrierbar.

Satz 3.17 (Fourier—Integraltheorem)
Ist f absolut integrierbar und in jedem endlichen Intervall stiickweise stetig differenzierbar,
so qult auf R

Lt + fa) = = g [ e ([eserr) as

T Q—00 _0

Satz 3.18 (Umkehrsatz/Eindeutigkeitssatz)

Ist f absolut integrierbar, in jedem endlichen Intervall stiickweise stetig differenzierbar
und besitzt f die Mittelwerteigenschaft, dann ist mit f(t) auch F(w) F—transformierbar
und es gilt

FYF(w)} = }"{%F(—w)} = f(t) fir alle t € R.

Beispiel 3.19

(a) Der RC-Tiefpafifilter pi + x = wu(t) mit p = RC > 0 fihrt bei existenten F-—
Transformierten zu

B 1

1 +iwp

X (w) U(w) =: Hw)U(w).

Die Ubertragungsfunktion H(w) ist die F-Transformierte des einseitig abfallenden
Impulses h(t) = p~le”¥? fiir t > 0 aus Bsp. 3.13 (b). Man erhilt daher die fiir
t — —oo beschriankte Losung

z(t) = (hxu)(t) = / p e t=9)/Py(s)ds.

— 00
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(b) Die Wérmeleitungsgleichung auf dem ganzen z—Raum
Uy = a*uye  mit w(z,0) = f(x) firz € Rt >0

liefert bei Separationsansatz — bei 'anstandigem’ f —
u(z,t) = /R[a()\)cos()\x) + b(\)sin(Ar)] exp(—a®A*t)dA
mit den Koeffizienten
a(A) = %/Rf(s)cos()\s)ds, b(\) = %/Rf(s)sin()\s)ds :
Dies 148t sich mit der Kernfunktion

/1 s —x)?
G(z,t,s) == gy exp(—( 4a2t) )

auch in der Form wu(z,t) = [, G(x,t,5)f(s)ds schreiben. Dies sollte fiir auf dem
Abschluf3 stetige und im Inneren zweimal stetig differenzierbare Funktionen die ein-
deutige Losung sein (mit limp o u(z,t) = f(x)).

Zur Herleitung mit der F—Transformation: Fiir die Fouriertransformierten gelten

U = —a’w’U, U(w,t) = F(w)exp(—a*w?).

Nun erfiillt g(w) := F{exp(—Az?)} mit 3 > 0 die Differentialgleichung ¢’ + 559 =10
mit ¢(0) = /m/B. Mit a’t = 3 gilt:

h(z) ::\/ﬁe}(p(—&) o Hw) = F{h(x)} = exp(—a’w?).

Also gelten U(w,t) = F(w) - Hw) = F{(f«h)(t)} und u(x,t) = (f * h)(t).
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Kapitel 4

Die klassischen PDEs

4.1 Wellengleichung

Die Wellengleichung aus dem ersten Abschnitt hat die formale Losung

_4p 00 1 .. nm _:
up(z,t) =T 7 —sin gt sinnx cos cnt

= A8y~ Lgin o {sinn(x — ct) + sinn(x + ct)}]

by n=1 n2

=f(x —ct) + f(x +ct)]

fiir die in der Mitte bzw.

up(z,t) = —2ad ., cosnr sinnz coscnt

fir die am Ende angezupfte Saite (cf. d’Alembert—Ansatz). Die Konvergenz an t = 0
gegen die Anfangsfunktion ist gewéhrleistet. Die uj;—Reihe konvergiert offensichtlich
gleichméBig. Fiir die up—Reihe konnte dies geméfi Bsp. 2.8 auch der Fall sein (777).
Integration und Summation sind dann vertauschbar, so daf3 die Darstellungen mit der
Kernfunktion zuléssig sind. Die gliedweise Differentiation ist erscheint nicht gestattet.
Die beiden Anfangsfunktionen sind nicht glatt genug. Man sollte ein zweimal stetig diffe-
renzierbares f mit stiickweise stetig differenzierbarer dritter Ableitung haben (vgl. Satz
3.10). Oder man ersetzt gleich f durch eine Partialsumme seiner Fourierreihe.

4.2 Potentialgleichung

Das Dirichlet-Problem fiir die Potentialgleichung im Kreis ist (vgl. [2] 391)

Uy + Uy = 0 fir 22 +y* <1,
w@,y) = f(r,y) fira®+y* =1

29
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mit einer stetig differenzierbaren reellen Randfunktion f. In Polarkoordinaten lautet dies
urr—i_%ur—i_rizu@p:(], 0<7’<17
u(04, @) beschriinkt , u(1,¢) = g(p) := f(cosp, sing).

Man verifiziert, dal u = u,(r, ) = r"eT™? n = 0,1,... , die Differentialgleichung 15st.
Durch Superposition gelangt man zum Ansatz

u(r, o) = Z crpr™et*? mit u(1, ) = Z cpe’®e ;g(go).

k=—00 k=—o00

Also sollten die ¢, die Fourierkoeffizienten von g sein. g sollte dabei in der Tat gleich
seiner Fourierreihe S, sein. Mit Beispiel 3.3 und Bemerkung 3.7 ergibt sich formal

1 27
ur) = o= [ Glrgvlg)d = Golro) . 1<
0
mit der Kernfunktion

Glr, ) = g
AR 2rcos(p — ) + 12’

Die Fourierkoeffizienten von u sind ¢, 7!®l. Sie erzeugen fiir r < 1 Glattheit der Losung, so
daB gliedweise Differentiation bzw. Differentiation unter dem Integral gestattet sind. Fiir

welche ¢ gilt lim, ~ u(r, ) = g(¢)?

4.3 Warmeleitungsgleichung
Die Wirmeleitungsgleichung (vgl. [2] pp.383-386)
U = a*Uyy + F(2,t), a >0,
u(z,0) = f(z), 0<az<m,
u(0,1) = g(t), u(m,t) =h(t), t=0
tiber [0, 7] x [0, 00) behandelt man in drei Schritten.

e '=0,9=0,h=0:

Hier mufl dann auch f(0) = 0 = f(7) gelten. Der Separationsansatz u(z,t) =
X (x)T(t) fithrt zu den Gleichungen

X"+ XX =0mit X(0)=X(7) =0, T+ N\a*T =0,

Nichttrriviale Losungen erhélt man fiir A = n € Z: X,,(x) = sinnz. Die entspre-
chenden T-Loésungen sind dann T,,(t) = c,exp(—a?n?t). Nach Superposition

[e.9]
—a?n? .
u(z,t) = g cne” " sinna

n=1
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soll gelten:

u(z,0) = chsin nr = f(x) .
n=1
Man errechnet ¢, = 2 [7 f(s)sinns ds . Die Lisung u(:c,t) = Gf(x,t) ist dann
u(w,t) =37 sinnx [2 [ f(s)sinns ds] e = [y Glz,t;s)f(s)ds
mit der Kernfunktion
2 22
G t: _ = ; ; —a“n“t
(x,t;5) - nz::lsmnx sinns e

. Die Zeitfaktoren bewirken wieder eine Glattung der Losung fiir ¢ > 0, falls f
am Rand ebenfalls mitsamt seinen Ableitungen verschwindet. Fiir welche f gilt
limp o u(z,t) = f(x) ? Dies ist eine Frage der gleichméfiigen Konvergenz.

e g=0,h=0:

Man bestimmt die Fourier-Sinus-Reihe von F' beziiglich x mit den Fourierkoeffizi-
enten F),(t), was mit dem Ansatz

= Z un,(t) sinnx
n=1

zu den Differentialgleichungen
U, = —(an)*u, + F,(t) mit u,(0) = c,,
fithrt. Deren Losung ist

2

t
up(t) =e i +/ e’ n? (= T)Fn(T)dT.
0

e Der allgemeine Fall wird iiber
ule,t) = vla,t) +we,t), wle,t) = g(t) + =[h(t) — g(t)),

auf den letzten Fall zurtickgefiihrt. v(x,t) ist dann als Losung einer Gleichung mit
homogenen Randbedingungen zu bestimmen:

vy = Py, + F(x,t) — wi(w, t),
v(z,0) = f(x) —w(z,0), 0<z<m,
v(0,t) =0, v(m,t) =0, t=>0.

4.4 Sturm-Liouville Randwertprobleme (cf. App
A.4)

Diesem Thema ist Section A.4 gewidmet. Vergleiche auch die entsprechenden Aufgaben.
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Kapitel 5

Integraltransformationen

Literatur: [8], [2], [10].

5.1 Anwendungen der Fourier—Transformation

Fiir die grundlegenden Definitionen

F(N) = [7, f(©)e=?0dg = F(f()(N) (5.1)

und

fl2) = & [ F(NePd) = F(F())(x) (5.2)

Resultate siche Abschnitt 3.3 und das Handout zur Vorlesung (Eigenschaften/Tabelle).
Aufgrund der Differentiationsformel

F(f)(w) = iwF(f)(w) (5.3)
und der Faltungsformel
(f*9)(t) = [7, f(t = s)g(s)ds = F(f »g) = F(f) - F(9) (5.4)

eignet sich die F—Transformation fiir ODEs, PDEs und Integralgleichungen.

5.1.1 Heuristik

(a) Beschrinkte ODE-L&sung
Betrachte bei e-stabilem A und beschrianktem f

=2 = Au+ f(z) (5.5)

33
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und suche/bestimme die auf ganz R beschréankten Losungen. Multiplikation mit
e~4% und Integration von 0 nach x liefert

e Au(z) —up = [T e A f(€)de. (5.6)
Bei beschrianktem w(z) folgt fir x — —oo:
3
fo O, (5.7)
u(z) = [° eA(x §)dé = [T e f(x — s)ds

Das ist in der Tat die einzige global beschrankte Losung von (5.5).
Beschrinkte ODE-Lo6sung (Fourier)

Betrachte nun den skalaren Fall. Man kann auch (5.5) mit e~* multiplizieren und

— unter geeigneten Voraussetzungen — iiber ganz R integrieren. Bei der partiellen
Integration erzwinge man verschwindende Rand-Terme. Es folgen

A fpu(x)e ™ de = A [ u(x)e ™ de + [, f(x)e”d (5.8)
oder in Kurzschreibweise
iIAG(A) = Aa(N) + f(N) (5.9)
mit Losung

a(\) = (N FN),  h(N) = 51 (5.10)

Die Riicktransformation @(\) — wu(z) ist i.a. problematisch, hier nicht. Mit der
Faltungsregel folgt (5.7). Die an f und u zu stellenden Forderungen sind dabei
ziemlich restriktiv.

Beschrinkte PDE-L6sung (Fourier)
Betrachte nun den skalaren PDE-Fall auf R x R*:

U = a*Upp, u(x,0) = f(z) auf R, wu global beschrinkt. (5.11)

Man multipliziert mit e=* und integriert iiber R und erhilt — unter geeigneten

Voraussetzungen —

(N 1) = (IN)2a2a(\ 1), a(X,0) = f(N). (5.12)

Die Losung hiervon ist
a(\, 1) = e NEF(N). (5.13)

Die Riicktransformation u(\,t) — u(x,t) ist i.a. problematisch, hier nicht.



5.1. ANWENDUNGEN DER FOURIER-TRANSFORMATION

5.1.2 PDEs
Mit |f| € LY(R) und fiir (z,t) € R x R" betrachte man

— 42
Up = A" Uy,

lu(z,t)| < oo, u(x,0)= f(x).

Der Separationsansatz u(z,t) = X (x)7T(t) liefert die ODEs

T+a2XNT =0, X"+ XX =0

mit Losungen

T(t; N) = exp(—a®N?t),  X(x;A) = 5=S(\)e™.

Die formale Summation/Integration liefert den Ansatz
u(aw,t) = [T T(t; N) X (x; \)dA
mit der Anfangsbedingung
u(,0) = [, X (2 \)dA = f(x).
Lésst sich f(z) schreiben als

f@) =57 [2  F(N)e?edh = FH(F())(x)

2

mit F-Transformierter
F\) = [2 f(&e™dg = F(f(-))(N)
(vel. Satz 2.9), so liefert
u(z,t) = [ T(t; \)[F(\)e]dx

_ % ffooo J"_OOOO 6—a2)\2t€i)\xe—i>\£f(£)d)\d£
= [T 9@ — &) f(§)dg

= % [ e f(x — 2V4a2t)dz — f(x) firt — 0

mit
2
gz — €,t) = (4ma®t) " 2eap[— 2= |

T 4a2t

35

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

Alternativ kann man die F-Transformation schon direkt auf die PDE (5.14) anwenden

und erhilt die vom Parameter A abhédngige ODE

U\ t) = —a?X2U(N\t), UM 0)=F()\)
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mit der Losung
U\ t) = e YLE(N) = Gt F(N).

Die Riicktransformation des Produkts der A-Funktionen G und F’ liefert die Faltung von
g(-;t) und f(-), wie sie sich in (5.18) und (5.19) zeigt:

u(z, ) = FHU(s)(w) = J2, 9w = & ) f()dE -
Bemerkung 5.1 [F-Sinus/Cosinus—Transformationen| Schreibt man

= [ f(t)[coswt — z'sz'nwt]dt = a( ) —ib(w),
= [ f(t)cos(wt)d = [ f(t)sin(wt)dt

mit geradem a und ungeradem b, so gilt

2 f(t) = [pla(w) — ib(w)] - [coswt + i sin(wt)|dw
= 2f0 Jeos(w) + b(w)sinwt)]dw.

In einem reellen Ansatz
= Js [A(N)cosAt + B(X)sinAt]dA (5.20)
hat man also Koeffizientenformeln

=1 [ f(t)cos(At)dt und B(X) =L [o f(t)sin(\t)dt . (5.21)

Beispiel 5.2 [Wirmeleitung auf [0, 0o)]
Betrachte auf RT x Rt

u(0,t) =0, |u(z,t)] < M, (5.22)
u(z,0) = f(z).

Mit f*(x) als ungerader Fortsetzung von f betrachte das Ersatzproblem

wofiir F-Transformation zu U(w,t) = e **'F *(w) fithrt. Mit der Faltungseigenschaft und
der Aufspaltung des Integrals auf (—oo,0) und (0, c0) ergibt sich — aus Tabelle —

u(z, t) = A= [ {eap[— L] — eap[— CEEL)} £(¢)de (5.24)
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Aufgabe (Wellengleichung fiir 0 < x < 00):
Man betrachte fiir (x,t) € RT x R*

Ugt = gy,
w(0,t) =0,  Ju(z,t)] < oo, (5.25)
u(z,0) = f(x), uelx,0) = g(z)
mit |f| € L'(R), |g| € L'(R). Bestimmen Sie eine formale Losung u(z,t) mit Hilfe einer
F-Transformation nach Bemerkung (5.1). n
Aufgabe (Potentialgleichung auf Halbraum):
Man betrachte fiir (z,y) € R x R

Ugg + Uyy = 0,

(5.26)
lu(z,y)| < oo, u(z,0) = f(z)

mit f € C*(R) und |f| € L'(R). Nutzen Sie die F-Transformation bzgl. der z—Variablen,
um die Losung

u(z,y) = %ffooo (x_fg()%ygdﬁ = %f:/jz f(x —ytant)dr firzx eR, y>0

mit u(x,0+) = f(z) herzuleiten. u
Aufgabe (Transmission Line):

Betrachten Sie

U + oy + fu = VUgy, T E€R, >0,
u(a?,()) = f(l’), ut(x>0) = g(!L’)

mit positiven a, 8,7 und |f| € L', |g| € L. Benutzen Sie die F—Transformation und
berechnen Sie die Losung der transformierten Gleichungen. []

(5.27)

5.1.3 ODEs und Regelungstechnik

Gegeben sei ein lineares zeit-invariantes System
t=Azr+ Bu, y=Cx (5.28)
mit n—dim. Zustand z, m—dim. Input v und ¢—dim. Output y. Die Eigenwerte von A

mogen alle negativen Realteil besitzen, so dass zu auf R beschrinktem Input wu(-) genau
ein auf ganz R beschriankter Zustand/Output

zp(t) = [1_eA)Bu(s)ds | y,(t) = [*_ Cet=9) Bu(s)ds
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gehort, wogegen ein jeder Zustand /Output von (5.28) strebt fiir t — oo strebt. Verifiziere!
Setzt man
K(t)=CeMB fiir t >0, K(t)=0 fiir t <0,

so hat man die Schreibweise

up(t) = fo Kt — s)uls)ds

in Form einer Faltung. Fiir u(t) gleich Dirac’s d(t —to)uo ergibt y,(t) = K (t—t¢)uo. Daher
nennt man K die Impulsantwortmatriz. Die F-Transformierte von K (t), ie.

K(w) = [, K(t)e “dt,
nennt man Frequenzgangmatriz, denn es gilt — bei Input u(t) = e“'ug —
yp(t) = [ K(t — s)e™ upds = ™ [, K(7)e “Tugdr = K (w)e™"uq.
Andererseits hat man aus einem Ansatz y,(t) = ™'y,
yp(t) = Cliw — A)~' Be™'ug = H (iw)u(t)

mit der Ubertragungsmatriz
H(s)=C(s— A)"'B

~

und der Frequenzgangmatriz H (iw) = K(w).

Bemerkung 5.3 Mit der Plancherelformel (vgl. Satz 3.16) erhélt man eine Abschétzung
der Energie-Verstiarkung, denn es gilt

Y[l < V[ H|lsollullzz, |[H|loo = supocr|H (iw)],
bei y(w) = H (iw)u(w) wegen

W)z = 5=(0, )2 = 5= fp | H (iw)*|a(w)|?dw
< supweR|H(iw)|2%(ﬁ, )2 = supyer|H (iw)|*(u,u)2 =

Beispiel 5.4 Im Fall n = 4 mit
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und
u
Bu = 64(bo,b1,1) u’ s C }‘ (1 O 0 O)

u//

entspricht (5.28) der ODE
@ + a32®) + ap2” + a2’ + agr = v’ + b’ + by mit y = z.
Mit den Polynomen

xA(s) = s* + azs® + ass* + a1s +ag, xB(s) =%+ bis+ by

ergibt sich so
yp(t) = Cliw — A)~'Be®tyy = x5 (iw) ety

xA(iw)
mit dem Frequenzgang
H(iw) = X285 — |H(iw)|e" m

XA (iw)

5.1.4 Integralgleichungen

Gewisse Integralgleichungen (Faltungen) lassen sich leicht mit F—Transformationen lésen,
zB.

Jg k(t — s)x(s)ds — Ax(t) = f(t)

fithrt bei existenten F—Transformationen zu

und somit zu

5.1.5 Sampling Theorem

Gilt fir
w) = [ fOe™tdt,  f(t) = & [, f(w)e dw
die Bedingung
flw)=0 fir || >Q, (5.29)

so lasst sich formal f in eine Fourierreihe entwickeln fiir —Q < w < €

(w >= Xy fucerle
A Q

f
n — LQ f —znwW/Q — g_;rl (_%T)
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Es gilt dann
F(t) = % [ flw)e!de
— %;gf ZZ ) inwm /Q et d.y
= oz f(—% )mew(iw(t +nm/Q2))

Q
= Yo )

Satz 5.5 (Sampling Theorem)

Erfillt eine stickweise stetige Spektralfunktion f(w) die Bedingung (5.29) und und ist die
sogenannte Abtastfrequenz grasser gleich 282, so gilt fiir die zugehirige Zeitfunktion f(t)
obige Darstellung

F() = Yez F(nd) et 5 (5.30)

Es lisst sich also f(t) aus den diskreten Funktionswerten f(nd) rekonstruieren fiir 6 < §.

5.2 Anwendungen der Laplace—Transformation

Wir greifen die Laplace—Transformation

F(s)=L{f )} = Jy e f(2) (5.31)

aus Beispiel 2.12 wieder auf und verweisen auf das Handout zur Vorlesung (Eigenschaf-
ten/Tabelle). Aufgrund der Differentiationsformel

L(f')(s) = sL(f)(s) = f(0+) (5.32)
und der Faltungsformel

(F > 9)(t) = J5 £( s)ds = L(f xg) = L(f) - £(g) (5.33)

eignet sich die L-Transformation fiir ODEs, PDEs und Integralgleichungen.

5.2.1 Heuristik
Anfangswertprobleme (Laplace)
Betrachte bei A < 0 das Anfangswertproblem
=2 = Au+ f(z), u(0)= u,. (5.34)

—ST

Man multipliziert mit e=5*, s > 0, und integriert iiber [0, c0) und erhélt — unter geeigneten
Voraussetzungen — mit partieller Integration

u(x)e ™ |oo —u(0+) + 5+ [T u(x)e " de = A [T u(x)e " dx + [ f(x)e>"dx  (5.35)
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oder in Kurzschreibweise bei beschranktem u

iis) = 405 4 I (5.36)

hS

»

Die Riicktransformation 4(s) — w(x) ist i.a. problematisch, hier nicht. ODEs hoherer
Ordnung lassen sich leicht Laplace—transformieren und so in algebraische Gleichungen
umwandeln. In Analogie auch fiir PDEs niitzlich.

5.2.2 ODEs und Regelungstechnik

In der Regelungstechnik spielt die £L-Transformation eine zentrale Rolle. ODE-Systeme
der Form

&t =Ax + Bu, y=~Cxz, (5.37)

mit exponentiell stabilem A gehen bei £-Transformation iiber in

sX —xz(04+)=AX + BU, Y =CX,
X(s) = (s — A)7BU(s) + z(0+)], Y(s)=C(s— A)"[BU(s) + z(0+)]
Von nun an sei der Anfangswert z(0) = x(0+) = 0 gewédhlt — bei beschrénkten Inputs
streben die Systemantworten asymptotisch gegen die global beschrinkte Losung, so dass

der Anfangswert keine bedeutende Rolle bzgl. der asymptotischen Systemantwort hat.
Man hat dann

Y(s) = G(s)U(s) mit der Ubertragungsmatriz G(s) = C(s — A)~'B.

Einer Reihenschaltung von Systemen 57 und S; vom Typ (5.37) enstpricht das Pro-
dukt G5G1 der Ubergangsmatrizen, einer Parallelschaltung die Summe G + G5 und einer
Riickfiihrungsschaltung — ausfiihrlich geschrieben als

1 = A2 + Biv, yp = Cha,
Ty = Asxo + Boyi, yo = Coxo,
v=1u—y

entspricht Y; = (I +G1G2) 7 G1U und Yy = (I 4+ GoG1) " GG U mit der loop gain matriz
L= Gng. |
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Aufgabe (Elektronenbewegung):

Berechnen Sie mit Hilfe von £-Transformierten die Losung von

iy =0, j+i=u,

(5.38)
2(0) = #(0) =0, y(0)=5(0)=0

bei konstantem u. In der (z,y)-Ebene ergibt sich als Losungskurve eine Zykloide. ]

5.2.3 PDEs

Im Rahmen der PDEs mit konstanten Koeffizienten eignet sich die £-Transformation fiir
homogene und inhomogene lineare Gleichungen (auch bei inhomogenen Randbedingun-
gen). Das trifft auf endliche und unendliche Randwertaufgaben zu. Vergleiche Abschnitt
4.3.

Beispiel 5.6 [Aufspaltung bei Inhomogenitéten]
Man betrachte auf Rt x R*

Ut = Ugg,
w(0,8) = alt), Ju(z, B)] < M, (5.39)
u(z,0) = f(z)
und spalte in die Teilprobleme
Ut = Vg,
U(Ovt) = a(t)v ‘U(Jj‘, t)| < Mh (540)
v(z,0) =0
und
Wy = Wyy, x€R+,t>O
w(z,0) = f(z)
oder

Wy = Wy, x€RE>O0,
jw(z, )] < Ms, (5.42)
w(z,0) = f*(x)
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mit der ungeraden Fortsetzung f* von f.
Mit der £-Transformatiom kann man das Problem (5.40), mit der F—Transformation die
Probleme (5.41) bzw. (5.42) angehen. Es ergibt sich fiir V(x,s) = L(v(x,t)) in (5.40)

SV =V, V(0,8) =A(s), |V(z,s)| < (5.43)

mit Losung V(z,s) = e”V** A(s) und — aus (geeigneter) Tabelle —

2

o(a,t) = L7V () = ¢% /0 (t = 1) eapl—- (t“””_ Sla(rdr.

Die w-Losung von (5.42) steht als (5.24) in Beispiel 5.2. Die Losung von (5.39) ist dann
u=v—+uw. u

Aufgabe (Inhomogene Randbedingungen):

Betrachten Sie die Wellengleichung

Ut = c2um, x > O,t > 0,
u(0,1) = f(t), |ul < o0, (5.44)
u(x,0) = uy(x,0) =0,

Wenden Sie die £L-Transformation (bei 'ansténdigem’ f) an und berechnen Sie die entspre-

chende Losung fiir die transformierten Gleichungen. Anschliessend bestimme man auch

die zugehorige Losung u(z,t) = heav(t — 2) f(t — ). u

C

Aufgabe (Inhomogenititen):

Betrachten Sie die Wérmeleitungsgleichung

Up = Upe + q(x,t), 0<ax<1,t>0,
u(0,8) = 0, u(l,t) +7us(1,8) = £(0), (5.45)
u(z,0) = g(z)

mit Quellterm g. Wenden Sie die L-Transformation (bei ’anstédndigen’ f, g und ¢) an und
berechnen Sie die entsprechende Losung fiir die transformierten Gleichungen. Vergleiche
Abschnitt 4.3 zwecks einer eventuellen Aufspaltung in Teilprobleme. []

Bemerkung 5.7 [Duhamel’s Principle]
Wie man Quellterme bei homogenen Anfangsbedigungen mit Hilfe des Duhamelschen
Prinzips behandeln kann, zeigen wir exemplarisch an der Warmeleitung

U = Uy + q(x,t), x€RE>0,

00 (5.46)
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Assoziiert man das parameterabhéangige Problem

Vg = Vg, TERE>T,

(5.47)
v(z,737) = q(z, 7)
mit der Losung v(x,t;7), so 16st u(z,t) fo v(z, t; 7)dT (5.46). Verifiziere!
In Analogie assoziiert man zur Wellenglelchung
Uy = Ugpy + q(x, 1), xR E>0,
u(x,0) =0, u(z,0) =0
das Problem
Vg = Vg, T ERE>T,
" (5.49)
v(z,0) =0, v(x,7;7) = q(x, 7),
wofiir wieder obiger Losungszusammenhang gilt. Verifiziere! []
5.2.4 Integralgleichungen
Gleichungen mit Faltungsintegralen wie
(t) + [y k(t — s)x(s)ds = f(t), t>0, (5.50)
lassen sich £-transformieren. Die Riicktransformation von X (s) = lfl((s()s) 16st (5.50). Z.B.
errechnet sich eine Losung z(t) von
)+ fo s)cosh(t — s)ds =0, x(0)=1 (5.51)
mittels der £-Transformation aus
S 1 1
$X(s) = 14+ X(5) o =0, X(s) =+~
als z(t) = 1 —12/2. ]

5.3 Tafeln



45

TAFELN

5.3.

FOURIER—TRANSFORMATION

0005 B "UOHeNIIOpERIL -2 Pun -wpnog ooeide () HEONITION 472,

=P 0<o :wbw{\, Al
mﬁh&mwm@ wows a3y | 91
ma%awmﬁ%w ms00 531y | g1
::ﬁ@@ ?%:.m ¥
Aot dnopte S e et
i fﬂwd tel + o ..Md te Fme00 .2 | 71
,%\um NTH ’
NBGM <4 o2 | 01
(wopunyyedg — °dy  (m)od _mﬁmﬂm Eﬁmzm RO
m@,.mwaw & + {(om 4 g — (00 - en)g} zmm (#0m)us {3}y | 8
AL (s ohg (i gy & orJoon 3y | 1
{(om+ g — (s~ g} £ s | g
({0 + g + (o — g} #msoo | g
(mjgug Ty
3% (pwsdis | ¢
(ovgn+ 2 w2
t Wit
cou son
W20 \ = (00§ P () \ kw =07 W

0

sl =6 [ = {enietio} s = (e

3

wadieldt [ 52w mio-yatola [ 2 pt |

[
-
=
=
L.

(e (g = ep(yer - [

W <Y =2p@H G-y [ = (g} ,

ol

Eiczi?ﬂn Lp(a)f \ £
- ;gﬁu

(DS ulal-) = Tgv}_uw ot

(Vudt) = gw& p

OO JpO [T 0 {1)f g2 = {0 ~ g} 1

s g (g3 ={{a -4} £

(WY} L+ OV et = {05+ Y
Boema Uy {Y YL+ (DY 2ty = {0Y% + )Yy}
(o=)ut= {14} £

m = l‘zlll},\m SU—
ikt = +o+9)

ooy
TequatBayn gnjosqe —~ (7)f W > i) \

) = {Vay g} £ O = 4Dt

oo

() [

S0

WA [ = (o0g = (00} 4

g

a0

== 0 = {0t}

RS IUETLAN

THIBIONY T,
SOYIGIBADSIE Y

SfesBorusBunge g

woedayig

oty

BT

Hung
-BposIBAzuanbag

sFun iz

iy

960 vy

T8 0119 164
op BdurSmaay

oy
PREAD0T] HOELAEI (] d0Hd




INTEGRALTRANSFORMATIONEN

KAPITEL 5.

46

LAPLACE-TRANSFORMATION

0007 By “uorRLLIOJSURLY, 2 Pun ~1oLmoy pun —eowide] 1 "HADNITION

1861 3moquepi0)
IOYRULIOJSURI] -2 18D pun -2ovjde] Jop (oneiden weyosieid wnz Bunyeiuy -9 "HOSLAOA

?,Amcmvm =10+ 9|21
ﬁmlvm w11
N@w MM&, st | o
w@ﬁ%%& 10msony | 6

POUIS 9|8
10800 1,92 |}
Wems | g
10ms00 | ¢

-t | ¥

I e |1
L« o= {shay Lo 0<1
4] oo?u«,k\w
W0 [ = (5)a ol [ =0
5] 00l

9

(i + (46 = 2ptepns -5 [ = {()(6)0} .7 = (0
! a

BY < Y = p(f (= [ = (5ath) o

cor—y [

({00 3)f £ Bunmpossnerop ‘23S-MemPUR) (3] W = {s).rs my

e
ity

Aﬁmmﬁ@smmmﬂzi (1S ,E:N = (5)
Ofali=) = {{9) gt} 1.7
0 = = (=0 48 = (Vo8 = (DSt} 7

U300 mwd == (0) a8 = 8)utas = { O 7

xepdwioy J9po ot -5 ymm (1 pa = fu s %vri 7

o1 ‘p<g yw

Yl o2 = {0 - a2y}
Wer p<p AWEM ={(m)/}r
L} ooy + ()0 oty = )ty -+ (s) iy} oy

Bgyeq - Sy {1}y + {5} 7

I 0<?
Lug
L<o ym ospoals)y \ ImN = W ={(=)a} .7
D0f4
pupm - Loy pun 2y S ()]

9

Co= oy p, a0 [ =)0 = {00}

&

“Hunzapu

ERUYsAg

eaiey

EhLEl

SR

P tap

I

Sy
AN

aotyeideug

‘B
sposoazusnba

Bringe

OGNS

e

gERa]

[RIFOVT] - ryy@d| it}

p-aveidery

9007 1LY
£9¢ UT19 1680 B,
ap B Sgapiem-dug oy

EEND0T HOMLHIT M(] 408 d




Literaturverzeichnis

[1] Meyberg, Vachenauer: Hohere Mathematik 1, 2. Auflage, Springer 1997.

[2] Meyberg, Vachenauer: Hohere Mathematik 2, 2. Auflage, Springer 1997.

[3] Rudin: Analysis, Physik Verlag 1980.

[4] Schmieder: Analysis, Oldenburg 1994

[5] Young N.: An Introduction to Hilbert Space, Cambridge University Press 1988.

[6] Renardy&Rodgers: An Introduction to Partial Differential Equations, Springer 1992.

[7] Schecter M.: Principals of Functional Analysis, Academic Press 1971.

[8] Powers, D.L.: Boundary Value Problems; Academic Press 1972 (5th edition, 2006).
[9] DuChateaux & Zachmann: PDEs, Schaum’s Outline, 1986.

[10] Farlow: PDEs for Scientists and Engineers, Dover 1993.

[11] Bahr H.D. & Stephan K.: Heat and Mass Transfer, Springer, 2nd ed., 2006

[12] Betounes, David: PDEs for Computational Science, Springer Telos 1998.

[13] Prentice G.: Electrochemical Engineering Principles, Prentice Hall 1991.

[14] Bressan A.: Hyperbolic Systems of Conservation Laws: The One-Dimensional Cauchy
Problem, Oxford Univ. Press 2000.

Aufgaben

Die Ubungsbliitter werden im Verlauf der Vorlesung erstellt und ins Netz gestellt.

47



48

Literatur



Anhang A

Eigenwerte und Singulirwerte

A.1 Grundlagen — Exkurs in Lineare Algebra

Gegeben sei f : C" — C" via x — Ax. Betrachte Eigenwert A mit Rechtseigenvektor
r # 0 (Spalte)und Eigenwert p mit Linkseigenvektor ¢* # 0 (Zeile):

Ar=Ar, (A= pl* . (A.1)

Bei gegebenem Skalarprodukt (x,y) = y*z definiert man die adjungierte Abblidung (Ma-
trix) via

Yo,y (f(),y) = (2, f*(y)) lor (Az,y) = (z, A"y)]. (A-2)
f bzw. A heisst normal im Fall A*A = AA*, A heisst selbstadjungiert im Fall A = A*.
e Fakt 1
N = 0 Ar = pl*r (A.3)
impliziert: A # u = *r =0.
o Fakt 2
A*A = AA* = Az —Ix|* = |42 — Mx)? . (A4)
Daraus folgt: Ar = Ar < r*A = Ar* (Rechtseigenvektor ist automatisch Linksei-
genvektor).
e Fakt 3

A=A = 7\ =rAr =r"Ar = \r'r (A.5)
was zeigt, dass selbstadjungierte Matrizen nur reelle Eigenwerte haben.

e Fakt 4

A*A = AA* Ar = dr Aw = pw = (A.6)
Ar,w) = (Ar,w) = (r, A*w) = (r, pw) = p(r, w). .

Das impliziert: Rechtseigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal
zueinander.
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e Fakt 5
— Erinnere ORTHOGONALISIERUNGSVERFAHREN VON E.ScaMmIDT/ QR-
FAKTORISIERUNG:
Es sei X ein Vektorraum mit (-,-), und es sei A = (ay,..,a,,) eine linear

unabhéngige Menge von Vektoren aus X. Dann existiert eine regulére obere
Dreiecksmatrix A € K™, so dafl

Q= (q1, qm) = (a1, ..,am)A = AA

folgende Eigenschaften fiir j, k = 1, .., m besitzt:

Q*Q =1, Lin(q,..,q;) = Lin(a,..,a;).

Mit der reguléren oberen Dreiecksmatrix R := A~! gilt dann A = QR.

Zum Beweis setze ¢ = aj1/|a;| und nehme an, dafi ¢i,..,¢j—1 mit den
gewiinschten Eigenschaften schon gefunden sind. Setze dann

j—1
pj = aj — Z(%" Q) qr: g5 = pji/Ip;l-
k=1

— SCHURFORM UND SPEKTRALZERLEGUNG:
Essei A = (a;;,) € C™" eine Matrix mit den Eigenwerten Ay, .., A,,. Dann gelten:

(a) Es existiert eine unitéire Matrix U € C™" (mit U*U = I), so daB U™ AU =
U* AU eine obere Dreiecksmatrix ist.
Uberdies: Ist A reell und sind alle Eigenwerte reell, so ist U reell wihlbar.
(b) A ist normal [i.e. A*A = AA*| &
es existiert ein unitires U € C™" mit U 'AU = U*AU = diag(\y, ..., \n),
also

A= Nwui + .+ g, Ar = Mug (z,u1) + o+ Ay (2, uy,).
Dies nennt man die SPEKTRALZERLEGUNG der Matrix A.
Algorithmischer Beweis der Schur—Form :

Es sei u; Eigenvektor von A; = A der Lénge 1 zum FEigenwert \;. Ergéinze mit
‘Schmidt’ zu einer O—Basis U; = (uq, V1). Uy ist dann unitér, und es gilt

* i >\1 UTA‘/& . )\1 CL;
UrAt: = (o VixAVi )\ 0 A )
Wiederhole diesen Schritt nun fiir Ay beziiglich des Eigenwerts Ay mit normiertem
Eigenvektor vy € C"~! und unitéirem (vq, V3) und nehme die (unitéire) (n, n)-Matrix

v = ((1) <Ov>)
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Man hat dann folgendes Zwischenergebnis:

Al x X
U;UAUU, = 0 Ao *
0 0 A
Und so weiter. Sind fiir reelles A alle Eigenwerte reell, so kann U reell gewéhlt
werden.
Ist A normal, so ist ay = 0 [wegen |Az — A\z|? = |A*z — Az|?] und A, ist wieder

normal. Daraus ergibt sich die eine Richtung in Aussage (b).

Bemerkung:

Uber R hat man fiir nichtreelle Eigenwerte (2,2)-Blocke auf der Diagonalen der

Blockdreiecksmatrix U*AU. |
e Fakt 6

Hat man fiir allgemenines A € C™*" eine Rechtseigenvektor-Basis R = (r1,...,7,)
(Irx] = 1 0.B.d.A.) zu den Eigenwerten A\, mit (dualer) Linkseigenvektor-Basis L*,
welche L*R = I erfiillt (= L* = R™'), so gilt mit A = diag(\y):

r=RE[& €=L%] =y=Av=ARE = RAE = ¥ M, f)r = S e

(A.7)
mit der Koordinatenabblildung
Ern=A¢. (A.8)
Insbesondere hat man die Ahnlichkeitsbeziehung
RYAR=L*Ar=L*RA =\ . (A.9)

Im Spezialfall einer Rechtseigenvektor-Orthonormalbasis (z.B. bei normalem A) er-
gibt sich R*AR = A oder auch in Form der SPEKTRALZERLEGUNG

wobei die dyadischen Produkte selbstadjungierte Rang-1 Projektionen sind mit
Pk’l“kzl-’l“k, Pk[rk]L:() (A11>

Bei selbstadjungiertem A kann man R (zusammen mit den reellen Eigenwerten)
reell nehmen (HAUPTACHSENTRANSFORMATION).

e Fakt 7

— SINGULARWERTZERLEGUNG (SVD):
Fiir A € K™ bezeichne man mit o7 (j = 1,..,r) mit oy > ..o, > 0 die
positiven Eigenwerte von A*A, die restlichen n — r Eigenwerte 0]2 sind 0. Die
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;>0 (j=1,..,7) heifen ‘Singulérwerte von A’.

Es existieren dann unitdre Matrizen U € K™" und V' € K™™ und eine Matrix
Y e R™" mit ¥;; = o0; fiir j = 1,..,r und X;; = 0 sonst, so daf A = VXU*
gilt.

Beweis der SVD und Bemerkungen:

Fiir A*Au = M gilt 0 < u*A* Au = Mu|?. Daraus folgt, daf die Eigenwerte von
A* A nichtnegativ sind. Beziiglich einer geeigneten unitéiren Eigenvektor—Basis

U= (U,U) = (ug,..,u.., u)
aus Eigenvektoren u; von A*A gilt
A*AU = Udiag(D?,0), D = diag(oy,..0,.).
Wihlt man dann eine unitdre Matrix
V=(V,,V)=(v1, .., 0|, vm) € K™™ V, = (vy,..,0,) = AU, D™
aus Eigenvektoren von AA*, so folgen V*AU = ¥ und somit
A=V3U* =V, [DU,) = FG". (A.12)

Man spricht bei (A.12) von der SINGULARWERT—ZERLEGUNG V3U* und der
FULL-RANK-FACTORIZATION F'G* von A. Im Fall m > n kann man dies mit
Vy := (v, ..,v,) auf die POLAR-ZERLEGUNG wie folgt umschreiben:

A=V, 5,U" = [V,U*| [US,U* ] = WS

mit orthonormalem W [W*W = I] und positiv-semidefinitem S = v A*A. Im
Fall m < n analog: A = SW. ]

A.2 Anwendungen der Singulirwertzerlegung
(SVD)

(a) Die MOORE-PENROSE-INVERSE von A = VXU* ist AT = UXTV* mit
¥t eR™, i = o, ' firj=1,.,r, ¥j, =0 sonst.
Das Minimierungsproblem der AUSGLEICHSRECHNUNG fiir Az = b (cf. Section
A.4) lasst sich mit SVD elegant 16sen: x,,; = A*b.
(b) det(A) = Ilo;.
(c) SPEKTRALMATRIXNORM ||A|| = max{|Az|y: |z]s =1} = 0.

(d) Fiir FropenNtUsSNORM: ||A[[7 = Y ayl> = Y 07 = spur(A*A) =
spur(AA*).
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(e)
(f)

(2)

KONDITION reguliirer Matrizen: x(A) = ||A|| ||A7|| = Omaz/Tmin-
Das Bild der Einheitskugel B = {x : |z|s = 1} unter A ist ein Ellipsoid um 0
mit den Hauptachsen ojv; (HAUPTACHSENTRANSFORMATION).

ROBUSTHEIT: Fiir reguldres A = VXU* und ||B|| < o, ist A+ B regulér, fiir
B = —o,v,uf mit ||B|| = o, ist A+ B singular.

Zum Beweis der ersten Aussage beachte man
F=-VBUS™ — |[F|| <[|BI| - [~ = ||B]| .05, < 1.
Aus A+ B =V (I — F)2XU* und der Invertierbarkeit aller vier Faktoren folgt die Regularitét

von A + B. Die Eigenwerte von F' haben Betrag < 1, die Inverse von I — F' ist durch die
Neumann—Reihe Z;O:o F* gegeben.

Low—RANK—APPROXIMATIONS:
Fiir A € K"™" seien o1 > ...0,, > 0 die positiven Singuldrwerte von A mit

A=VXU* = Zajvju; .
j=1
Dann ist fiir £ < r die Matrix

k

§=0
die beste Approximation vom Rang £ im Sinne

||A — Ak|l2 = min{||A — B|| : rang(B) = k}.
Weiter gilt natiirlich ||A — Ag||2 = o1

Beweis (Low—Rank—-Approximations):

Man schreibe A = Ay + Rmit R = >"_, ., ojvju} und ||R|| = oy11. Eine jede Matrix B
vom Rang k ist der Nullraum n — k-dimensional. Der von uyq, ..., ux4+1 aufgespannte Raum
W ist (k + 1)-dimensional. Daher gibt es einen Einheitsvektor w € W N N(B) und es gilt

1A= Bl > [(A - Blul = [Avwl; = [SU 0]} > 07 1 [U w3 = 0yy W

PRrRINCIPAL COMPONENT ANALYSIS:
Gegeben sei eine Daten-Matrix X € R™" vom Rang r mit Spaltensummen
e;X =0, wobei 0.B.d.A. m > n sei. Die Kovarianzmatrix ist dann

CO'U(X) = ﬁX*X = A*A, A = ;]_X .
_ m —

Mit der SVD von A = VXU* gilt dann
X=Vm—1VIU" => Vm—1owu; .
5=0

Die Low-Rank-Approzimations Ay von A aus (A.13) liefern dann k-
dimensionale Approximationen der Datenmatrix X, der Fehler? in 2-Norm
ist (m — 1)o7,,. Man kann den Fehler” natiirlich auch mit Frobenius messen,
wo er gleich (m — 1)(op, | + ... + 07) ist.
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— Gegeben sei eine Spalte b = Aeg von A. Mit Ausgleichsrechnung kann man den Projek-

tionspunkt
mh = Apes € R(Ak)

im Ag—Ellipsoid und den Abstand
|b — wb|o2 = |Res]|

von b zum PC-Modell R(Ay) ermitteln. Das ist klar wegen Aes = Ages ® Res. Ein
grobes Mass liefert die Frobeniusnorm von Ay bzw. R.

Gegeben sei ein b € R™ mit Spaltensumme 0 (sinnvollerweise?). Mit Ausgleichsrechnung
kann man den Projektionspunkt

b = Ak(Ak)er = Vka*b S R(Ak)

und den Abstand
|b — wbla = [(I — VEV)b|2

von b zum PC-Modell R(Ay) ermitteln. Wo liegt 7b in Bezug auf das A,—Ellipsoid, auf
dessen Rand die projizierten Spalten von A liegen?

Setze J; = (I, 0"*(m=M) und J3 = (I, 0¥*("=k)) und setze P; = J;J5. Mit Vj, =
VJi € RWF S = JiNJ, € R¥F und Uy = J;U* € R®™ hat man dann

A=A+ R=ViShU; + R, R=A— A, =V(E— PSP)U* . (A.14)
Daraus folgt
RR* = V(I — UyUP)S*V* = AU(I — UyUP)(AU) = A(I — URUP)A*  (A.15)
mit Frobeniusnorm ||R||%. = spur(RR*) = 07, + ... + 02. Analog ergeben sich
ARAs = ViS3VE, AjAp = UpSiU; (A.16)
mit Spur gleich of + ... + o7.

Vegleiche auch Hotelling T?-Statistik. [ |
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A.3 Ausgleichsrechnung

Gegeben sei ein System @ linear unabhéngiger Vektoren (®;)% | in einem Skalarproduk-
traum V. Sei A = (P4, ..., Py) ein endliches Teilsystem. Ziel ist es, ein gegebenes f € V
moglichst gut mit einem Element Ac zu approximieren im Sinne eines minimalen Fehler-
quadrats ||| f — Ac||?. Wie ist ein Minimizer ¢, mit

IIf = Acu|? < |IIf — Acl]? Ve (A17)

zu bestimmen? Einen Kanditaten erhélt man aus der Lotbedingung 'Fehler L Bild(A)’,
also aus
(f — Ac,®,) =0Vj=1,...N. (A.18)

Dies lasst sich schreiben als
(f7 (I)J) = (AC7 (I)J) = Z(q)kv (I)j>ck oder F' = Mc (Alg)

mit Matrix M = M;; = ((®g, ®;)) und Spaltenvektor F' (Komponenten F; = (f, ®;)).
M ist invertierbar (verifiziere!). Daher ist die Losung von (A.19) gegeben durch ¢ = ¢, =
M~'F. Im Fall eines Orthonormalsystems A ist M die Einheitsmatrix (= ¢, = F).
Betrachte nun ¢’s der Form ¢ = ¢, 4+ ¢ und

If = Ac|? = [|(f — Ac,) — Ad|]> =

1(f = Ac)|2 = (f — Acs, AS) — (A5, f — Ac,) + ||Ad||? = (A.20)
1(f = Ac)[* + [|Ad|]> = [[(f — Ae)|?

wegen (A.19) mit Gleichheit genau fiir 6 = 0. Das besagt:

e ¢, ist in der Tat der Minimizer des Fehlerquadrats.

I(f = Ac)I? = [[£1I? = (f, Acs) = (Acs, [) + [ Acu| P = |[£]]* = [|Acy]|* wegen (A.19)
(ie. (f — Ac., Ac,) + (Ac,, f — Ac.) = 0). Dies ist die Aussage des Pythagoras
(Bessel/Parseval)

1117 = [[Ac] [ + [I(f — Ac)?
mit dem LotfuBBpunkt Ac, und dem 'Fehler’ (f — Ac,).

Der Sonderfall einer Orthonormalbasis ® liefert die schonen Formeln f = 310 (f, &) Py
und

(cr)j = (f, ®)),
Acy =300, (f, 25);,
f=Ace =31 v ([, 2))9;,
1f = Acul P = i 1, @)1

Hierbei ist es gleichgiiltig, ob man R¥, CX oder den L? der Fouriertheorie betrachtet. m

(A.21)
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A.4 Anwendungen auf Differentialgleichungen

A.4.1 ODE—-Anfangswertprobleme
Wir betrachren ODE-Anfangswertprobleme der Form

= Au, u(0)=c (A.22)

im R"™ mit Skalarprodukt (z,y) = y*z, Rechtseigenvektor-Basis R = (ry,...,1,),
Linkseigenvektor-Basis L* = ({1, ...,(,)* (mit L*R = I) zu reellen Eigenwerten A, ..., A,
gilt mit A = diag(\):

Schreibt man

n

u=u(t) = Ra(t) = Zaj(t)rj, c=Ry [y=L"¢c, v = (c,l)],

Jj=1

und multipliziert man mit L* von links (i.e. bildet man komponentenweise in (A.22) das
Skalarprodukt mit £y ), so ergibt sich

mit Losung
a=eMLc [ap(t) = e (e, )] .

Insgesamt erhélt man so die Losung
u(t) = ReMLre =37 ey (e, by). (A.23)

Im Fall einer reellen symmetrischen Matrix ist R als Orthonormalmatrix wéhlber mit
L* = R* und (A.23) wird zu

u(t) = ReMR*c =Y 7_ My (e, ). (A.24)

Bemerkung: Da es sich hier immer nur um endliche Summen handelt, treten keine Kon-
vergenzfragen auf und Vertauschungsprozesse von Summation und Differentiation sind
gestattet.

A.4.2 Dirichletprobleme der Wiarmeleitungsgleichung
Fiir Dirichletprobleme der Wérmeleitung-PDE
w—Lu=0, u(0,z)=c(x) iiber [0,7], (A.25)

mit
Lu(t, z) = ug(t, x) (A.26)

fiir C*-Funktionen u und homogenen Randbedingungen

u(t,0) =0=wu(t,m) : (A.27)
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(a) Wir bestimmen erst t—unabhéngige Funktionen v = v(z) mit

Lo = —vz, = v, v(0) =0 =v(n), (A.28)

sozusagen Figenwerte A und Eigenvektoren v = ®(x) der linearen Abbildung L.
Bekanntlich folgt

A=\ =n% v=0,(z)= \/gsm(nx) :

wobei der Vorfaktor der Normierung dienen wird. Man versucht, diese Eigenfunk-
tionen die Rolle der Orthonormalbasis iibernehmen zu lassen und zwar bzgl. des
Skalarprodukts

(f.9)=Jy 9(z)f(x)dz (A.29)

fiir Funktionen f, g, fiir die das Integral existiert. Es gilt nun (in der Tat) (®;, ®;) =
d;k, was die Orthonormalitét der Eigenvektoren @, bzgl. des Skalarprodukts (A.29)
belegt.

Allgemeiner und ohne explizite Berechnung der Eigenwerte/Eigenvektoren:

e Man hat

ulv—vLu=—[(uw —ovu)]
und somit 'Selbstadjungiertheit’:

(u, Lv) — (Lu,v) = [[Lou—v Lu]ds =

J1=(ut" — ou')'dz = —(uwt' — vu’) [§= 0.
e Weiterhin gilt fiir ¢ = v = v mit (A.28):

0= (L, ¢) = (¢, L) = ~[(\,0) — (¢, Ad)] = —=(A = ) (6, 9).

Mit (¢, ¢) > 0 folgt dass A reell sein muss.

e Aus £6 = Ag und Lo = ) folgt 0 = (L6, ) — (6, L) = (A — 1) (6, 1).
Aus A — u # 0 folgt daher Orthogonalitit [(¢, ) = 0].

e Eine Abschitzung der (reellen) Eigenwerte bei reellen Eigenfunktionen ® ergibt
sich mit partieller Integration aus

[ANDPdr = A(®, D) = (LD, §) = — [ B"ddz = —[0 — [ &'D'dx] >0 .

Die Eigenwerte sind also positiv.

e FRAGE: Bilden die ®; auch in einem geeigneten Sinne eine Basis von 777, ja
wovon?
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Formal geht’s weiter wie oben im ODE-Fall: Man schreibt
u=ut,-) =377 a;j(t)®;(-) (Konvergenz (777))

und bildet in (A.25) das Skalarprodukt mit &y, so ergibt sich (bei gliedweiser Dif-
ferentiation (?77)) wieder ¢y, = \pay mit Losung ay(t) = e Gy

Damit die Anfangsbedingung erfiillt ist, muss
> an(0)@i() =Y B®i(-) = ()
k=1 k=1

gelten. Schreibt man ¢ = ¢(x) bzgl. der Eigenvektorbasis als

(@) = 352 Pul@) (A.30)

(hinreichend 'viele’ @, (?77)), so folgt durch eine Skalarproduktbildung mit ®; auf-
grund der Orthonormalitit 5; = v; = (¢, ®;). Insgesamt erhilt man genau so wie in
(A.23) die Losung

u(tv ) = Z:Lozl et (I)n() (67 (I)n) ) (A31)

welche aber bisher nur eine formale Losung ist.

Bemerkungen:

Da es sich hier immer nur um unendliche Summen handelt, treten Konvergenzfragen
auf und Vertauschungsprozesse von Summation und Differentiation sind problema-
tisch.

Der zugrundegelegte Funktionenraum der C?-Funktionen mit homogenen Randwer-
ten bzgl. der vom Skalarprodukt (A.29) induzierten Norm

1f1l2={Jg 1f(x)[Pds}2 (A.32)

ist nicht vollstandig. Was bedeutet das bei Konvergenzfragen?

Wann hat man auch im PDE-Fall die Existenz einer 'Orthonormalbasis’ aus Ei-
genvektoren eines Differentialoperators wie das obige L mit (A.26), (A.27)? Wann
lassen sich die Anfangsprofile ¢(z) wie in (A.30) darstelllen? n
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A.4.3 Hyperbolic PDE Systems of First Order
We consider first the Cauchy problem
up + Au, =0, u(0,2) = f(x), (A.33)

for x € R™ and t > 0 with a smooth initial profile f(z) and a constant A € R™*"™ having
n distinct real eigenvalues A\; < --- < A, with normalized right and left eigenvectors r;
and (] satisfying €51y = 0;5. Let A = diag();), R = (r1,...,7,) and L = ({1, ..., £,,) be the
corresponding matrices satisfying

AR=RA, L*A=AL*, L*R=1. (A.34)
The change of variables
v = L*u with inverse u = Ruv (A.35)
leads to n decoupled initial value problems in
v+ Av, =0, v(0,z) =g(x) := L*f(x) . (A.36)
Its solution components are
vi(t, ) = gi(x — A\jt) = € f(x — \jt) (A.37)
so that the u solution is

0 f(x — Ait)
u(t,z) = Ru(t,x) = R : : (A.38)
written out as

ult,x) = S G f(x— M\t T (A.39)

J=1"7
showing a decomposition of the initial profile into a sum of n waves (each one with a
characteristic speed A; in the space [r;]).

In the case of a piecewise constant initial profile
flx)=u" for <0, f(x)=u" for x>0 (A.40)

one speaks of RIEMANN PROBLEM. Let’s write u* = Rv¥, let’s write the jump [u™ — u7]
with respect to the r; as

[ut —u"]=Rec [i.e. L*[u™ —u~] =] (A.41)
and define the intermediates

wp =u" + Z§:1 CiTi,  wWo=U,w, =u" . (A.42)
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For < At one has f(z — A\;jt) = u~ for j > 1. Hence (A.38)&(A.39) imply
ult, 2) = Bu -+ G = 4 = wp (A.43)

For Mt < x < Aot one has f(x — Mt) = vt and f(z — N\;t) = u~ for j > 2. Hence
(A.38)&(A.39) imply

u(t,z) = Gur+u” g+ + GuT
= Out —uT]r+Gur+Gu g+ LuT (A.44)
= crtu =w.

And so on up to
u(t,z) =ut  for x>\t . (A.45)

One thus has a piecewise constant solution with jumps w; — w;_1 = ¢;r; in ’eigenvector
direction’ (u-space!) at the discontinuity lines x = A;t in ’eigenvalue direction’ ((t,x)-
plane!).

This topic will be continued in Appendix C.
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Anhang B

PDEs erster Ordnung:
Charakteristikenmethode

E}Eergr;egei sei im n—dimensionalen x—Raum eine skalare quasilineare PDE der Form
ue () fi (2, u(x)) = falz, u(x)) (B.1)
mit der Nebenbedingung
z=x0(§), u=wu(§),§ € Q=1[0,1]""1, (B.2)

wobei hier und im folgenden alles so anstindig/glatt wie notig ist.

Die u~Werte sind also durch (B.2) auf einer Hyperfliche H der Dimension (n —1) im R"
vorgegeben. Sei ‘H die iiber £ parametrisierte, durch (B.2) gegebene (n — 1)-dimensionale
Fliche im R™"!. Gleichung (B.1) lisst sich mit

v(z) =ulz)—y, z=(xy f=( )" (B.3)

schreiben als
(uz(2), =1) f (2, u(z)) = 0 (B.4)

oder auch als
0:(2) f(2) lo=0= 0. (B.5)

(B.4) oder (B.5) sind aber genau die Beziehungen, die

M=A{z:0(2) =0} ={(z,y) - y = u(x)} (B.6)
als Integralmannigfaltigkeit fiir das Vektorfeld f definieren.

* Exkurs:
Ist der Anfangswert zy aus M (mit v(2p) = 0) und gilt langs der Losung des AWPs

5= f(z), 2(0) =z (B.7)

dt
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die Beziehung

v2(2(1))f(2(1)) = (ua(2(t), =1) f(x(t), y(t)) = 0, (B.8)
so gilt fiir w(t) := v(z(t)) die Beziehung
w(0) =0 & w = v.(2(t))2(t) = v.(2(2)) f(2(t)) = 0. (B.9)

Dh.: Die Losung verbleibt in M = {v(z) = 0} auf ihrem Existenzintervall.
Umgekehrt gilt: Ist eine Losung z(t) aus M iiber ihrem maximalen Existenzintervall
Inae (mit y(t) = u(z(t))), so folgen y(0) = u(x(0)) (dh. z(0) € M) und y(t) =
ug(z(t))x(t), ie. folz(t),y(t)) = u.(z(t))fi(z(t),y(t)) (vgl. (B.8) und (B.4) bzw.
(B.5)).

Zusammenfassend:

Gegeben seien eine glatte Fliche der Form y = u(z) und die (B.7)-Losungen z(t)
mit Komponenten z(¢) und y(¢) mit y(0) = u(x(0)). Dann gilt auf /,,,,:

y(t) = u(z(t) <  (BS). (B.10)

Das heisst: Die Fliche y = u(z) ist genau dann invariant bzgl. (B.7), wenn das
Vektorfeld f lings der (B.7)-Losung z(t) senkrecht zur Flichennormalen iiber xz(t)
ist wie durch (B.8) gefordert (bzw. im Tangentialraum der Fléche tiber z(t) liegt).

Charakteristikenmethode:
Geméfl (B.4) oder (B.5) sucht man eine invariante Fliche der Form y = wu(z) bzgl. des

Vektorfelds f bei Beriicksichtigung der Nebenbedingung (B.2). Daher assoziiert man zu
(B.1) und (B.2) die ODE-Anfangswertprobleme

e o (B.11)
uo (&)
fiir £ € ( und notiert die Losung als
[T =P cog i s0.9 = e (B2
Y ¢2(ta 5)

Diese Losungen von (B.11) generieren eine invariante Flache,welche die Anfangsbedingung
erfiillt, aber iiber Variable ¢, £ (an Stelle der gewiinschten Variablen x) parametrisiert ist.
Ist nun die Abbildung ¢; nahe 0 x @ glatt invertierbar — was der Fall ist unter (B.14) —,
so betrachte dort die Funktionen

u(@) == d2(¢7 ' (2)) und v(z) = u(z) —y . (B.13)
Fiir sie gelten die PDE (B.1) und die Nebenbedingung (B.2) bzw. (B.5) wegen
us(2) fi(z, u(z)) = (Dig2, Detha) |y 0y (Didr, Den) ™ |1y fr(z, u(z)) =
(f2((t,€)), (Ded2) |5-1()) (J1(8(E,€)), (Deda) lgo1(0)) " f1(9(8,€)) =
f2(9(t,€)) = falx, u(x)).
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e Beim Aufsuchen invarianter Kurven y = u(x) bzgl. (B.7) bei skalaren z und y entspricht
dies dem Ubergang zu
@ _ f 2 (517 ) y)
or  fi(z,y)’

!
wenn man die Losung dieser Gleichung mit y = u(z) bezeichnet (f; # 0).

Die angestrebte Invertierbarkeit ist nahe der Nebenbedingung (B.2) sicher gegeben, falls
das Vektorfeld f; auf (B.2) transversal zu dem (n — 1)-dimensionalen Tangentialraum an
H aus (B.2) ist, also falls

Fi(20(€)) & TH |uge) dh. det( f1(20(€)), F(6)) # 0 (B.14)
gilt. Am Rande: Es folgt dann automatisch, dass f am Punkt 20(&) nicht im dortigen
Tangentialraum von H — aufgespannt von den Spalten von %—Z;({ ) — liegt.

Der Begriff Charakteristik wird in der Literatur nicht einheitlich benutzt. Oft werden die
(B.7)-Losungen z = ¢(t, &) als Charakteristiken und die = ¢1(t, ) als deren Projektio-
nen bezeichnet. Die z—Kurven konnen sich nicht schneiden (bei glatten Ausgangsdaten),
die Projektionen schon. Liest man also von sich schneidenden Charakteristiken, so sind
wohl die x—Kurven als Charakteristiken definiert worden.

SPEZIALFALL:

up + b(ev S, U)US = 0(97 S>u) mit ¢ = 0,s = S,u = Uo(g) (B15>

fir (0,s,u) e R x R" ! xR und ¢ € [0,1]"7!. Setze x = (0,s), f = (1,b,¢), so dass sich
als assoziierte ODE

0, = 1, 0 |1=0= 0,
se=0(0,s,y), $ |i=0=¢, (B.16)
ye=c(0,5,9), Y l=o=uo()
ergibt mit @ = ¢ und dem nichtautonomen System s, = b(t, s,y),y; = c(t, s, ). |
ZUSATZ:

Die Integralmannigfaltigkeit M kann auch implizit durch eine Beziehung V(z,y) = 0
gegeben sein, wenn diese Gleichung nur eindeutig und glatt in der Form y = u(x) auflésbar
ist. Gelten z.B.

Vof(2) [v=o=0, Vj lv=o# 0 und V(z,y) = 0 & y = u(x), (B.17)
so folgen
1 1
(Va, V) =V, +Vyu, =0auf V=0, f(2) |y=o€ Bild . (B.18)
Uy Uy

Letzteres ist nun dquivalent zu (B.1), ie. (u.(x), —1)f(x,u(x)) = 0 (Fredholm!). |
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VERALLGEMEINERUNG:
All dies ldsst sich verallgemeinern auf skalare partielle Differentialgleichungen der Form

F(z,u,u;) =0 bzw.

(B.19)
F(z,u,q) =0& q=u,
mit der Nebenbedingung (B.2), dh. bei ' = a% mit
F(z0(£), uo(§), q0(§)) = 0 & u(§) = qo(§)z6(E)- (B.20)

Hat man ein Vektorfeld (4, B,C)7T, so dass F' = 0 eine Integralmannigfaltigkeit fiir

Tt A

2y = = B r,u,q) = f(2),

t Uy ( Q) f( ) (B.21)
qt C

u = Ui = qta; (B =qvA)
unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung liefert, so gelten

F(2(t,€)) = F(a(t,€),u(t,€),q(t,£)) =0, w(t,§) = q" (t, &)z, €). (B.22)

Eine Differentiation bzgl. ¢ liefert

0= Fyx, + Fyu + Fyq = (Fy, Fu, Fy) & up = ¢l (B.23)

Q W >

und mit B = ¢%A
[F, + F.q"]A+ F,C = 0. (B.24)

Mit der Wahl A = F" gelangt man zu C" = —[F, + F,,q"] als Losung (modulo KernFy).
Betrachte daher als als assoziiertes ODE-Anfangswertproblem

Ty = F¢;r7 x ‘t:(): x0(£)7
Uy = Fq q, U ‘t:(): u0(£)7 (B25)
= —F'—F.q, qli=o= (&)

Beachte, dass D, F(z,u,u,) = 0 zu F, + Fyu, + Fyu,, = F, + F,q+ ¢ = 0 fithrt. Aus der
Invertierung der Komponente x = ¢,(t,&) der Losung ¢(t, &) = (¢q, do, ¢3)T (1, €) erhiilt

man wie oben eine Funktion u = ¢5(¢; ' (x)), welche — in der Tat und automatisch — die
Gleichung u,(7) = ¢3(¢; " () erfiillt. |



Anhang C
Weak Solutions and Shocks

This appendix applies — of course — also to one-dimensional equations for scalar-valued
function u : [0, 7] x R — R! where it simplifies a lot.

C.1 Weak Solutions — Rankine-Hugoniot Conditions

(I) A measurable function w is a distributional solution of

ur + (f(u)z =0 (C.1)
with C'-function f if for every C! ¢ with compact support one has
J Jocpeludr + f(u)gp]dwdt = 0. (C.2)

Given an initial 4(z) in L}, the function u : [0,7] x R — R" is a distributional solution

loc
of the Cauchy-problem if

[ [olude + f(w)pldedt + [, a@(x)p(0,z)dx = 0 (C.3)

for every C! ¢ with compact support in (—oc, T] x R. Such a function is a weak solution

if it is continuous in ¢ from [0,7] to L}, with u(0,z) = @(z) and if its restriction to

(0, 7] x R is a distributional solution of the Cauchy-problem.

Consider a piecewise Lipschitz-function u with a finite number of jump or shock curves
in the (¢, x)-plane. Let’s start with

Ult,z) =ut, o> M, U(t,x)=u", x <\t . (C.4)
It is a distributional solution of (C.1) iff the RANKINE-HUGONIOT CONDITION CF.(II) —

Aut —u™] = flut) = f(u™) = AuT,u”) [ut —u”] (C.5)
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holds with
Alu,v) = fol A(su+ (1 —s)v)ds . (C.6)

This follows from the divergence theorem on {z < At} and {x > At} with normal vector

vT = (), —1) to the separating straight line. We rewrite (C.5) as

VI[F(u™) — F(u™)]=0=(\—1) . (C.7)

The Rankine-Hugoniot conditions are satisfied more generally at every (7,£) where a
solution has an approzimate jump discontinuiy.

e Note from (C.5) that in the scalar case the mean value theorem implies

A= L) = ) (€3)
with an intermediate u* out of the interval bounden by u*. In case f’ is monotone
A can be related to f/'(u*). [When f” > 0 one necessarily has u~ > u™ and hence

f'w™) > x> f'(u”).]

A necessary and sufficient condition for a piecewise Lipschitz-function to be a distribu-
tional solution of (C.1) can be stated for PL-systems (piecewise Lipschitz-regularity with
finitely many exceptional Lipschitz-curves ;(t) ).

e Bressan’s Theorem 4.2 in [14]
For a PL-system wu is a distributional solution if and only if the quasilinear eqaution
uy + A(u)u, = 0 holds almost everywhere and, moreover for each j, one has almost
everywhere in (a;, b;)

YiOuf (8) = uy (O] = f(u] (£) = fuy (1))

e The notion of weak solution is not invariant under coordinate transformations of
the dependent wu-variable. The notion of weak solution is not stringent enough to
single out unique solutions.

(IT) Derivation of the RANKINE-HUGONIOT-CONDITION for weak solutions:
We write u; + (F(u)e = 0 as div(A(z,u)) = 0 with scalar v and (£,§) =z € Q = {t >
0,z € R}, consider fQ div(A(z,u))¢(x)dxr = 0 and integrate by parts

fQ gradg(x)A(z,u)de =0 V¢ € CP(Q). (C.9)

Classical solutions are weak solutions, weak solutions with A(z,u) € C' are classical
solutions. Let now @ be divided by the straight line I' = {{ = ot} with unit normal

v=_(—0,1)/V1+ 02 (C.10)
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pointing into Q, where Q4 = {+& > ot}. Let u € C'(Q+) be a weak solutions with
A(z,u) € C*(Q1). Rewriting (C.9) we have

Jo div(A(z,u))¢(z)dz + f9+ div(A(z,u))p(z)de =0 Vo € C°(Q). (C.11)

Via integration by parts we obtain with the jump

[A(z, w)]] == limg_s,—p Az, u(z)) — limg, 5,0 Az, u(x)) (C.12)
the relation
Jro@)[[Alz,u)]]Jdo=0 V¢ € C3°(Q) (C.13)
and thus v[[A(z,u)]] =0, i.e. the
Rankine-Hugoniot Jump Condition o (wy —w_) = Flwy) — F(w_) (C.14)
for w4 denoting the respective u-limits as 24 3 — T, [ ]

(III) Exercise:

Consider first the n-di