
IX. Das symmetrische
Eigenwertproblem (SEP)

IX.3. Algorithmen für symmetrische tridiagonale
Matrizen

Sei

A =


a1 b1

b1
. . . . . .
. . . an−1 bn−1

bn−1 an

 (IX.1)

z. B. nach Householder- oder Lanczos-Triagonalisierung (Kapitel X).

IX.3.1. Bisektionsverfahren
Sei Ar := A(1 : r, 1 : r) mit char. Polynom

pr(λ) = det(Ar − λI).

Mit p0(λ) = 1, p−1(λ) = 0 folgt

det(Ar − λI) = det


a1 − λ b1
b1 a2 − λ b2

. . . . . . . . .
br−2 ar−1 − λ br−1

br−1 ar − λ



Entw. nach
=

letzter Zeile
(ar − λ) det(Ar−1 − λI)− br−1det


a1 − λ b1
b1 a2 − λ b2

. . . . . . . . .
br−3 ar−2 − λ 0

br−2 br−1


︸ ︷︷ ︸

Entw. nach
=

letzter Spalte
br−1 det(Ar−2−λI)

pr(λ) = (ar − λ)pr−1(x)− b2r−1pr−2(λ)

= (ar − λ) det(Ar−1 − λI)− b2r−1 det(Ar−2 − λI).
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Algorithm IX.4 Bisektionsverfahren

Input: y < z ∈ R mit pn(y)pn(z) < 0 (⇒ ∃ξ ∈ (y, z) : pn(ξ) = 0), Toleranz ε
Output: ξ mit |ξ − ξ∗| < εmax ξ, ξ∗, wobei pn(ξ∗) = 0

while |y − z| > ε(|y|+ |z|) do
x = (y + z)/2
if pn(x)pn(y) < 0 then
z = x

else
y = x

end if
end while
ξ = x

Diese Rekursionsformel erlaubt die Auswertung von pn(x) = χA(x) in O(n) flops. Die
Berechnung der Eigenwerte durch Bisektion (Intervallschachtelung, Algorithmus IX.4) liefert
damit ein Verfahren die Eigenwerte direkt aus dem charakteristischen Polynom zu bestimmen.

Sei pn(y)pn(z) < 0(⇒ ∃ NST in (y, z).). Dann liefert Algorithmus IX.4 eine Näherung der
Nullstelle pn(x). Die Konvergenz im Algorithmus IX.4 ist linear, denn |λ−xk+1| ≤ 1

2
|λ−xk|.

Satz IX.3 (Sturm’sche Folge). Sei A = An unreduzierte symmetrische Tridiagonalmatrix,
dann separieren die Eigenwerte von Ar−1 die Eigenwerte von Ar derart, dass

λr(Ar) < λr−1(Ar−1) < λr−1(Ar) < · · · < λ2(Ar) < λ1(Ar−1) < λ1(Ar)

Weiter sei
a(µ) = Anzahl Vorzeichenwechsel in {p0(µ), p1(µ), . . . , pn(µ)}

mit der Konvention, dass eine Nullstelle (pj(µ) = 0) einem Vorzeichenwechsel (d.h. Wechsel
zu −sign(pj−1(µ))) entspricht, dann gilt

a(µ) = #{λ ∈ Λ(A) | λ < µ}

Beweis. [1, Theorem 8.4.1]

Bemerkung (Trennungseigenschaft). Es gilt ∀A = AT , Ar := A(1 : r, 1 : r):

λr+1(Ar+1) ≤ λr(Ar) ≤ λr(Ar+1) ≤ · · · ≤ λ2(Ar+1) ≤ λ1(Ar) ≤ λ1(Ar+1)

Beispiel. Sei µ = 2. Wir suchen die Anzahl der Eigenwerte links von µ zu

A =


1 −1
−1 2 −1

−1 3 −1
−1 4

 . µ=2⇒

p0(2) = 1
p1(2) = (1− 2) · 1− (−1)2 · 0 = −1
p2(2) = (2− 2)(−1)− (−1)2 · 1 = −1
p3(2) = (3− 2)(−1)− (−1)2 · (−1) = 0
p4(2) = (4− 2) · 0− (−1)2 · (−1) = 1

⇒ 2 Vorzeichenwechsel⇒ 2 Eigenwerte von A kleiner als 2.
In der Tat ist Λ(A) ≈ {0.254, 1.823, 3.177, 4.745}.
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Der Satz IX.3 liefert uns eine Möglichkeit bestimmte Eigenwerte von A zu berechnen. Su-
chen wir z.B. zu µ ∈ R den nächstkleineren Eigenwert, dann können wir im Algorithmus IX.4
z = µ wählen und mit dem Satz IX.3 y so bestimmen, dass genau eine Nullstelle zwischen y
und z liegt (also eine weniger links von y als links von z). Seien im folgenden die Eigenwerte
immer angeordnet nach λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn.

IX.3.2. Divide-and-Conquer Algorithmus
Einer der schnellsten Algorithmen zur Berechnung aller Eigenwerte und Eigenvektoren einer
tridiagonalen, symmetrischen Matrix A ∈ Rn×n wie in (IX.1) für n > 25 ist derzeit der
Divide-and-Conquer Algorithmus. Wir möchten dabei wieder QTAQ = diag(λ1, . . . , λn) mit
QTQ = I berechnen. Dabei wollen wir das Problem rekursiv in Teilprobleme für Matrizen
T1 ∈ Rm×m und T2 ∈ Rn−m×n−m zerlegen, bis m = 1 und damit das Eigenwertproblem
trivial ist.

A =



a1 b1

b1
. . . . . .
. . . . . . bm−1

bm−1 am bm
bm am+1 bm+1

bm+1
. . . . . .
. . . . . . bn−1

bn−1 an


(unreduziert)

=



a1 b1

b1
. . . . . .
. . . . . . bm−1

bm−1 am − bm
am+1 − bm bm+1

bm+1
. . . . . .
. . . . . . bn−1

bn−1 an


+

 bm bm
bm bm


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=:

[
T1 0
0 T2

]
+ bm



0
...
0
1
1
0
...
0


[
0 · · · 0 1 1 0 · · · 0

]︸ ︷︷ ︸
=:vT

=

[
T1 0
0 T2

]
+ bmvv

T

Angenommen, QT
i TiQi = Di =

[
@
@
@

]
sind die Eigenwertzerlegungen der Ti, dann

⇒ A =

[
Q1D1Q

T
1

Q2D2Q
T
2

]
+ bmvv

T

=

[
Q1

Q2

]([
D1

D2

]
+ bmuu

T

)[
Q1

Q2

]T
Dabei ist

u :=
[
QT

1

QT
2

]
v =

[
QT

1 (:,n)

QT
2 (:,1)

]
=
[
Q1(n,:)T

Q2(1,:)T

]
und es gilt

Λ(A) = Λ(D + %uuT ), mit D =
[
D1

D2

]
=

[ d1
. . .

dn

]
und % = bm

Wir wenden das Verfahren rekursiv an, bis T1, T2 ∈ R. Dabei müssen wir die Eigenwerte von
D+%uuT berechnen.⇒ Benötigen billige Berechnung von Spektra für Diagonalmatrizen mit
Rang-1-Aufdatierungen. Dazu nehmen wir o.B.d.A an, dass d1 > d2 > · · · > dn und setzen
λ 6= dj∀j. Dann folgt:

det(D + %uuT − λI) = det
(
(D − λI)(I + %(D − λI)−1uuT )

)
und wir sehen, dass

det(I + %(D − λI)−1uuT ) = 0⇔ λ ∈ Λ(A) (IX.2)

Zur Bestimmung der Determinante müssen wir Determinanten der Form det(I + xyT ) für
x, y ∈ Rn berechnen. Dabei hilft uns das folgende Lemma.

Lemma IX.4. Seien x, y ∈ Rn. Dann gilt: det(I + xyT ) = 1 + yTx.

Beweis. Übung.
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Es gilt

det
(
I + % (D − λI)−1 uuT

) Lemma IX.4
= 1 + %uT︸︷︷︸

=:yT

(D − λI)−1 u︸ ︷︷ ︸
=:x

= 1 + %[u1, . . . , un]


1

d1−λu1...
1

dn−λun

 = 1 + %

n∑
i=1

u2i
di − λ

=: f(λ)

d.h. f(λ) = 0⇔ λ ∈ Λ(A).
Wir suchen also die Nullstellen von f . Falls ui 6= 0 (sonst ist nichts zu tun)und % > 0, dann

ist wegen λ 6= di

f ′(λ) = %

n∑
i=1

u2i
(di − λ)2

> 0.

Nach Definition gilt damit:

lim
λ→−∞

f(λ) = 1 und lim
λ→∞

f(λ) = 1

außerdem
λ < dn ⇒ f(λ) > 1 und λ > d1 ⇒ f(λ) < 1

Siehe etwa Abbildung IX.1 für ein Beispiel mit n = 4.
Insgesamt erhalten wir damit:

• In jedem Intervall (dj+1, dj), j = n− 1, . . . , 1 liegt genau eine Nullstelle von f .

• falls % > 0 liegt eine weitere Nullstelle rechts von d1 , für % < 0 liegt eine weitere
Nullstelle links von dn.

Wir setzen daher ein Newton–Verfahren zum Berechnen der Nullstellen =̂ Eigenwerte auf
jedem Intervall an. Auswertungen von f(λ) und f ′(λ) kosten O(n) flops. Damit liegt der
Aufwand zur Berechnung aller Eigenwerte bei O(n2). Falls nur die Eigenwerte gesucht sind
ist dieses Verfahren also teurer als der symmetrische QR–Algorithmus! Allerdings kann der
zu λ ∈ Λ(A) gehörige Eigenvektor günstig wie folgt bestimmt werden:

Lemma IX.5. λ ∈ Λ(D + %uuT )⇒ (D − λI)−1 u ist der zugehörige Eigenvektor.

Beweis.

(D + %uuT )(D − λI)−1u = (D − λI + λI + %uuT )(D − λI)−1u

= u+ λ(D − λI)−1u+ u[%uT (D − λI)−1u︸ ︷︷ ︸
=f(λ)︸︷︷︸

=0

−1

]

= λ(D − λI)−1u
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Abbildung IX.1.: Beispielgraph für n = 4

Die Kosten zur Berechnung aller Eigenvektoren belaufen sich damit also auf 2n2.
Wir haben bisher vorausgesetzt, dass di 6= di+1 und ui 6= 0 gilt. Im Fall ui = 0 folgt

aber sofort di ∈ Λ(D + %uuT ), denn (D + %uuT )ei = diei. Im Fall di = di+1 definiere
U = G(i, i+ 1, θ) so, dass

GT (i, i+ 1, θ)u =



u1
...

ui−1
ũi
0
ui+2

...
un


.

⇒ UT (D + %uuT )U = D + %ũũT mit ũi+1 = 0

⇒ Uei+1 ist Eigenvektor von D + %uuT zum Eigenwert di+1

In beiden Fällen kann di abgespalten werden und wir fahren dann mit dem verkleinerten Pro-
blem fort. Der Divide-and-Conquer Algorithmus besteht nun darin, die Teilungsprozedur re-
kursiv anzuwenden bis T1, T2 ∈ R gilt.

Bemerkung. Die Berechnung der Eigenvektoren mit Lemma IX.5 ist numerisch instabil, falls
λ ≈ di. Ein numerisch stabiler Algorithmus nach [2] verwendet den

6



Satz IX.6 (von Löwner). Sei D =

( d1
. . .

dn

)
und α1, . . . , αn ∈ R so, dass dn < αn <

dn−1 < · · · < d1 < α1. Mit

ûi = ±


n∏
j=1

(αj − di)

n∏
j=1
j 6=i

(dj − di)


1
2

, û =

û1...
ûn


gilt:

Λ
(
D + ûûT

)
= {α1, . . . , αn} .

Wir berechnen also die Eigenwerte wie zuvor, wenden aber Lemma IX.5 auf D + ûûT an.
Diese Lösung ist dann numerisch stabil, da (D− λiI)−1û orthogonaler ist, als (D− λiI)−1u.

Beweis zum Satz von Löwner. Setze D̂ = D + ûûT .

⇒ pD̂(λ) = det(D̂ − λI) =:
n∏
j=1

(αj − λ)

Andererseits gilt unter Verwendung von Lemma IX.4:

det(D̂ − λI) = det(D − λI) det(I + (D − λI)−1ûûT )

=
n∏
j=1

(dj − λ)

(
1 +

n∑
j=1

û2j
dj − λ

)

=
n∏
j=1

(dj − λ)

1 +
n∑
j=1
j 6=i

û2j
dj − λ

+
n∏
j=1
j 6=i

(dj − λ)û2i .

Setzt man nun λ = di, dann folgt

n∏
j=1

(αj − di) =
n∏
j=1

(dj − di)︸ ︷︷ ︸
=0

1 +
n∑
j=1
j 6=i

û2i
dj − di

+
n∏
j=1
j 6=i

(dj − di)û2i

=
n∏
j=1
j 6=i

(dj − di)û2i

und damit:

û2i =

n∏
j=1

(αj − di)

n∏
j=1
j 6=i

(dj − di)
> 0.
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Algorithm IX.5 Divide-and-Conquer (dcsep)

Input: A = AT ∈ Rn×n tridiagonal
Output: Λ := {λ1, . . . , λn} = Λ(A), Q = [q1, . . . , qn] ∈ Rn×n orthogonal mit

Aqj = λjqj, j = 1, . . . , n
1: Bestimme n.
2: if n > 1 then
3: Forme A =

[
A1

A2

]
+ %vvT {mit % = bm}

4: Berechne Q1,Λ1 durch Aufruf von dcsep(A1)
5: Berechne Q2,Λ2 durch Aufruf von dcsep(A2)
6: Berechne D + %uuT aus Q1, Q2,Λ1,Λ2.
7: Finde die Eigenwerte Λ von D + %uuT durch Berechnen aller Nullstellen von

f(λ) = 1 + %
n∑
i=1

u2i
di − λ

.

8: Berechne den Vektor û mit dem Satz von Löwner und den Eigenvektor von D + ûûT :

q̂j = (D − λjI)−1 û

9: Berechne die Eigenvektoren von A: Q =

[
Q1

Q2

]
[q̂1, . . . , q̂n]

10: else
11: Q = 1,Λ = A
12: end if

Der Quotient ist positiv, da sowohl im Zähler als auch im Nenner genau n−i negative Faktoren
auftreten.

Die Kosten t(n) für A ∈ Rn×n im Algorithmus IX.5 können vereinfacht wiefolgt ab-
geschätzt werden:

t(n) = 2t
(n

2

)
+

Eigenwert

O(n2) +
Eigenvektor

O(n2) +
Aufdatierung Q

cn3

≈ 2t
(n

2

)
+ cn3

= 2

(
2t
(n

4

)
+ c
(n

2

)3)
+ cn3 = 4t

(n
4

)
+ c

n3

4
+ cn3

= 2log2(n)t(1) +

log2(n)∑
j=0

cn3 · 1

4j

= n · 0 +

log2(n)∑
j=0

cn3 · 1

4j
= cn3

log2(n)∑
j=0

·
(

1

4

)j
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=
1−

(
1
4

)log2(n)+1

1− 1
4

cn3 ≈ 4

3
cn3.

Sonderfälle beim Divide & Conquer-Verfahren

Zunächst können wir annehmen, dass für alle EW von D + %uuT (= EW von A) gilt, dass
die Vielfachheit 1 ist (sonst müsste ein Nebendiagonalelement von A verschwinden und wir
könnten das EWP in zwei Teilprobleme entkoppeln). Außerdem ist oBdA % 6= 0 (sonst ist
nichts zu tun). Wir hatten angenommen, dass λ 6= dj∀λ ∈ Λ(D + %uuT ). Sei nun λ = dj.
Dann ist ej der zugehörige EV,

Dej = djej = λej.

Andererseits gilt dann (oBdA dj−1 > dj ≥ dj+1 ≥ . . . )

(D + %uuT )ej = λej + %uj · u

Sei nun x EV von D + %uuT zu λ⇒

(D + %uuT )x = λx ⇔
λ=dj

(D − djI)x = −%(uTx) · u

j-te Zeile ⇒ 0 = −%(uTx)uj

⇒ (i)uj = 0 ∨ (ii)uTx = 0

zu (ii):

uTx = 0⇒ (D + %uuT )x = Dx = djx

⇒ x = ej ∨ dj+1 = dj( denn: dkxk = djxk, k = 1, . . . , n)

⇒ (i)uj = 0 ∨ (ii)dj+1 = dj

⇒ xk = 0, k = 1, . . . , j − 1

Dies sind die beiden Spezialfälle, die wir gesondert behandelt haben! In beiden Fällen spaltet
man dj ab (Streichen der j-ten Zeile und Spalte von D + %uuT ⇒ D̃ + %ũũT und fährt dann
mit NST-Bestimmungen von

f̃(λ) = 1 + %

n1∑
i=q

ũ2i
(d̃i − λ)

fort.)
Beachte: f̃(λ) hat NST zwischen dj−1 = d̃j−1 und dj+1 = d̃i, dies kann aber nicht dj sein,

da sonst λ = dj doppelter EW von D + %uuT wäre!
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