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Einführung Numerische Linear Algebra – 5. Übung

Problem 1 (Frobeniusnorm)

Beweisen Sie die Invarianz der Frobeniusnorm für A ∈ Rn×n bezüglich orthogonaler Ähnlichkeits-
transformationen.

Problem 2 (Determinaten von Matrizen mit rank-1 Aufdatierung)

Beweisen Sie: für x, y ∈ Rn ist det(In + xyT ) = 1 + yTx.
Zeigen Sie damit dass für invertierbare A ∈ Rn×n gilt: det(A+ xyT ) = det(A)(1 + yTA−1x).

Problem 3 (Symmetrie im verallgemeinerten EWP)

Seien A = AT und B = BT � 0. Die kanonische Transformation B−1A führt dann auf ein nichtsym-
metrisches Eigenwertproblem. Geben Sie eine Möglichkeit an, das verallgemeinerte Eigenwertproblem

Ax = λBx, x 6= 0

in ein symmetrisches Eigenwertproblem zu überführen. Zeigen Sie, dass die verallgemeinerten Eigen-
vektoren x ein orthogonales System bezüglich des durch B induzierten Skalarproduktes bilden.

Problem 4 (Eigenschaften der Singulärwertzerlegung (SVD))

Sei r = rank(A), A = UΣV T ∈ Rn×m eine Singulärwertzerlegung, U = [u1, . . . , un] ∈ Rn×n, V =
[v1, . . . , vm] ∈ Rm×m orthonormal. Weisen Sie die Gültigkeit der folgenden Aussagen nach:

a) Schmidt-Eckart-Young-Mirsky-Theorem: Wenn k < r und Ak =
k∑

i=1
σiuiv

T
i dann gilt:

min
rank(B)=k

‖A−B‖2 = ‖A−Ak‖2 = σk+1,

d.h. Ak ist die beste Rang k Approximation von A.

b) Es gilt:

kerA = span{vr+1, . . . , vm} ,
range(A) = span{u1, . . . , ur} ,
co kerA = span{ur+1, . . . , un} ,

range
(
AT
)

= span{v1, . . . , vr} .

c) Es gilt: ‖A‖F =
√
σ21 + . . .+ σ2r .

d) Welche Zusammenhänge bestehen zwischen der SVD von A und den Eigenwertzerlegungen der
Matrizen

i) ATA,

ii) AAT ,

iii)

[
0 AT

A 0

]
?


